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Sarrera

Liburu honetan EHUko Matematika Graduko laugarren mailan eskaintzen den Probabi-
litatea eta Prozesu Estokastikoak ikasgaian lantzen diren eduki nagusiak aurkezten dira.
Lan honen abiapuntu teorikoa neurri-teoria da, eta probabilitate-neurria neurri finitua
dela kontuan hartuta, probabilitatea bere ikuspegi orokor eta formalenean garatzen da.
Bestalde, testu honetan, probabilitatearen oinarrizko kontzeptuak aurrez ezagunak di-
rela suposatuko dugu. Gainera, analisi konplexuko eta kalkuluko hainbat oinarrizko
kontzeptu erabiliko ditugu eta, horregatik, gomendagarria da kontzeptu horiek behar
bezala menperatuta izatea liburu honekin hasi aurretik.

Liburua EHUko Probabilitatea eta Prozesu Estokastikoak ikasgaia egiten duten ikas-
leei zuzenduta dagoen arren, bere edukiak probabilitatearen arloan prestakuntza sako-
nagoa eskuratu nahi duten irakasle eta ikertzaileentzat ere erabilgarriak izan daitezke.
Testua egituratzerakoan irakurketa eta ikaskuntza errazteko irizpideak hartu dira kon-
tuan: testuan zehar erabiltzen diren emaitza nagusiak modu esplizituan identifikatzen
dira, eta frogapen luze edo teknikoenak kapitulu bakoitzaren amaieran kokatzen dira.
Antolaketa horri esker, irakurleak arreta nagusiki kontzeptu teorikoetan eta aplikazioe-
tan jar dezake, oinarrizko xehetasun teknikoetan gehiegi trabatu gabe.

Era berean, kapitulu bakoitzaren amaieran ariketa-sorta bana eskaintzen da, lan-
dutako edukiak sendotzeko eta aplikatzeko helburuarekin. Ariketa horiek izaera eta
zailtasun maila desberdinetakoak dira: kontzeptuen ulermen oinarrizkoa lantzeko arike-
tak ez ezik, emaitzen sakontze teorikoa eta aplikazio esanguratsuak eskatzen dituztenak
ere barne hartzen dituzte.

Liburu honen bidez, irakurleak probabilitatearen oinarri teorikoen ulermen zorrotza
eskuratzea, emaitza nagusien frogapenak modu autonomoan jarraitzeko gai izatea, eta
tresna probabilistiko horiek prozesu estokastiko adierazgarrien azterketan aplikatzeko
gaitasuna garatzea espero da.

Liburu honetako edukiak bi bloke nagusitan egituratzen dira:

e Limitearen Teorema Zentralaren frogapena. Probabilitate-teoriako emai-
tzarik garrantzitsuenetako bat Limitearen Teorema Zentrala dela kontuan hartu-
ta, lehenengo blokearen helburu nagusia teorema horren frogapen zorrotz eta osoa
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eskaintzea da. Horretarako, beharrezkoak diren tresnak modu progresiboan aur-
kezten dira: funtzio karakteristikoak, konbergentzia-kontzeptuak eta horiek uler-
tzeko funtsezko emaitzak. Eduki horiek liburuaren lehenengo bost kapituluetan
lantzen dira.

e Prozesu estokastiko nagusien azterketa. Bigarren blokean gaur egungo zien-
tzia eta teknologiaren hainbat arlotan funtsezkoak diren prozesu estokastikoen
adibide adierazgarriak aurkezten dira, besteak beste datuen analisian, telekomu-
nikazioetan, finantzetan eta adimen artifizialean erabiltzen diren ereduak. Bloke
hau liburuaren azken bi kapituluetan garatzen da, eta bertan Markov kateak,
Poisson prozesua eta martingalak aztertzen dira.

Liburu osoan zehar notazio estandar eta zabalki onartua erabiltzen da, eta beha-

rrezkoa denean espresuki zehazten da.

Azkenik, liburuaren amaieran bibliografia hautatu bat jaso da, hemen aurkezten
diren edukiak testuinguru zabalago batean kokatzeko eta irakurle interesdunei probabi-
litatearen eta prozesu estokastikoen arloan sakontzen jarraitzeko erreferentzia nagusiak
eskaintzeko asmoz.



1.1

Multzoak eta Probabilitate Espazioak

Multzoak

1.1.1 Sarrera

Ikasgai honetan zorizko esperimentuen azterketa egingo dugu. Zorizko esperimentuetan

ezin da aldez aurretik lortutako emaitza zehaztu. Trukatu gabeko dado bat botatzera-

koan, adibidez, ez dakigu zein zenbaki aterako den. Ondorioz, dado-jaurtiketa baten

emaitza behatzea zorizko esperimentu bat da.

Zorizko esperimentuetan ondoko notazioa erabiliko dugu:

Q) Zorizko esperimentuaren emaitza posibleen multzoa da. Hau da, gure esperi-
mentu burutzerakoan ez dugu jakingo zein izango den lortutako emaitza, baina
badakigu zein izan ahal den emaitza posibleen multzoa. Dadoaren adibidean
0=1{1,2,3,4,5,6} da.

P(2) Q-ren parteen multzoa da, hau da, 2-ren azpimultzo guztien multzoa.

Gertaerak P(€2)-ren elementuak dira. Alegia, A gertaera bat bada, A € P(Q).

Gertaera posible guztien artean, elementu bakar batekoa denari oinarrizko gertae-
ra deritzo. Hots, A oinarrizko gertaera da A = {w} bada, non w € € den.

Beste gertaera garrantzitsuak () ezinezko gertaera eta ) gertaera ziurra dira.
Gertaeren familia (edo kolekzio) bat letra kaligrafikoa erabiliz idatziko dugu, hau

da, A,B,.... Esate baterako, A eta B gertaerak badira, orduan A = {A, B}
izango da.
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1.1.1 Oharra. Hemendik aurrera goiko notazioa erabiliko dugu. Garrantzitsua izan-

go da gertaeren eta gertaeren familiaren arteko ezberdintasuna argi izatea. Hau da,

A gertaera eta A gertaeren familia bada, orduan ondoko propietateak ditugu: A C €,

AeP(Q) eta ACP(Q).

Gainera, askotan gertaerei multzo deituko diequ eta gertaeren familiei, berriz, mul-

tzoen familia.

Orain, gertaerei aplikatutako zenbait eragiketa aurkeztuko dugu:

Kontrakotasuna. A C § bada, A-ren kontrakoa A (edo A€ ere) idazten da. Ho-
rrela, A = Q — A da.

Ebakidura arbitrarioa. Izan bedi T edozein multzo (zenbakigarri edo ez), eta
Ay C Q, Vit €T. Orduan,

mAt:{w:wEAtVteT}.
teT

Goiko definizioarekin jarraituz, esango dugu A; eta Ag binaka askeak direla ondo-
koa betetzen bada: A; N As =0, Vt #s,t,se€T.

Bildura arbitrarioa. Izan bedi, T edozein multzo (zenbakigarri ez edo), eta A; C
Q, Vt € T. Orduan,

UAt:{w:EItnonwEAt}.

teT

Diferentzia. A eta B gertaerak badira, A eta B gertaeren diferentziak esan nahi
du A ematen dela eta B ez. A eta B gertaeren diferentzia A — B bezala idatziko
dugu eta badakigu ere A — B = AN B.

Diferentzia simetrikoa. A eta B gertaerak badira, A eta B gertaeren diferentzi
simetrikoak esan nahi du bietako bat baino ez dela ematen. A eta B gertaerak
badira, A eta B gertaeren diferentzia simetrikoa AAB bezala idatziko dugu eta
badakigu

AAB=(A-B)U(B—-A).

Orain, gertaeren arteko erlazioak azalduko ditugu:

A parte B: Esaten dugu A parte B dela (edo A C B) ondokoa betetzen bada:
weA=weBDB.

Gainera, A C B bada, badakigu AN B = A dela.

Berdintza. Esaten dugu A = B dela, A C B eta B C A betetzen badira. Alegia,

weE€A << weB
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1.1.2 Oharra. Hemendik aurrera A C B notazioa erabiltzen dugunean, A = B izan
daitekela adierazi nahi dugu (hau da, A ez dela B-ren azpimultzo propioa). Beste liburu
batzutan, A C B bezala aurkitu ahal da idatzita.

Ondoko propietateak aztertuko ditugu orain.
1.1.1 Propietatea. Ondokoak egiazkoak dira:

a) AC B eta BCC, orduan A C C.

b) ACC eta BCC, orduan AUB C C.

¢) C C A etaCC B, orduan C C AN B.

d) ACB < BCA.

Frogapena. a) A C B izateagatik, w € A, orduan w € B eta B C C izateagatik,
w € B, orduan w € C. Beraz, w € A bada, orduan w € C, hau da, A C C.

b) A C C izateagatik, w € A, orduan w € C eta B C C izateagatik, w € B, orduan
w € C. Beraz, w € A edow € B, orduan w € C. Hau da, w € AU B, orduan
w € C eta, ondorioz, AUB C C.

c) C C A izateagatik, w € C, orduan w € A eta C' C B izateagatik, w € C, orduan
w € B. Beraz,w € C,orduan w € Aetaw € B. Hauda, w € C, orduanw € ANB
eta, ondorioz, C C AN B.

d) = frogatuko dugu. A C B izateagatik, w € A, orduan w € B. Ondorioz, w ¢ B
bada, orduan w ¢ A (hau da, w € B, orduan w € A) eta, beraz, B C A.
Beste inplikazioa antzeko moduan frogatzen da.
]

Orain, ikasten ari garen multzoek betetzen duten zenbait propietate aurkeztuko du-
gu. Frogapenak ez ditugu jarriko Probabilitateko oinarrizko liburuetan agertzen direlako
(esate baterako [1, 2]).

1.1.2 Propietatea. Ondokoak egiazkoak dira:
a) A=A, 0=0,Q=0.
b) AUB=BUA, AnNB=BnNA.
c) AU(BUC)=(AUB)UC.

d) De morgan-en Legeak: T multzo bat bada (zenbakigarria edo ez),

Ua-Na Na-Ud.

teT teT teT teT
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e) Banatze-legea: T multzo bat bada (zenbakigarria edo ez)

BN <U At> = JBnA,

teT teT

BU (ﬂ At) = ((BU Ay).

teT teT

Orain, funtzio adierazlea definituko dugu.

1.1.1 Definizioa. A C Q) bada, funtzio adierazlea ondoko moduan adierazten da:

1p(w) = _
) 0, we€ A bada.

{1, w € A bada,

Funtzio adierazleak ondoko propietateak betetzen ditu:

1. 1g=1, 15 =0.

2.VACQ, 1;=1—14.

3. VA, BCQnonAC B,1g=14+1p_4. Gainera,1g_4 =1p—1gand 14 < 1p.
4. VA,BCQ, 1anp =14 15 =min(14,15).

5. VA, BC Q, 140 =14+ 15 — 14qp = max(1la4,1p).

6. VA, BCQ, 14 =14 —1anB.

Goiko propietateen frogapena ez dugu jarriko oinarrizko probabilitateko liburuetan
dauden propietateak baitira.

1.1.3 Oharra. Hemendik aurrera ondoko notazioa erabiliko dugu. Demagun f eta g
edozein funtzio badira, orduan

f<g = f) < gw),Vwe

1.1.2 Limiteak

Kalkuluko kontzeptu garrantzitsuak limsup eta liminf dira. Orain, kontzeptu horiek
gertaeretara (edo beste modu batean esanda P(£2)-ren elementuak diren multzoetara)
ere definitu ahal direla aztertuko dugu. Ez bada besterik esaten, kapitulu honetan zehar
suposatuko dugu Aj, As, ..., gertaeren segida bat dela, hau da, A, C , n =1,2,...

izanik.
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1.1.2 Definizioa. Izan bedi A, C 2, n=1,2,..., orduan

[e.e] o o o0
liminf A,, = U ﬂ Ap, limsupA, = ﬂ U Ap.

n—o0 n—oo

n=1k=n n=1k=n

1.1.4 Oharra. Izan bedi T,, = ﬂ?;n Ag. Orduan T, C Th41 ematen da eta, oinarrizko
probabilitateko honako emaitza kontuan hartuta,

- (-0 s

n=1k=n

Beraz, lim,, o Ty -71 liminf,, o A, deitzen zaio.

Antzeko moduan, H, = \Jr,, Ay definitzen badugu, Hy 11 C H, ematen da eta beraz

=m0 o

n=1k=n

Bestalde, inf eta sup kontzeptuak ere gertaeratarako (edo P(2)-ren elementuak diren
multzoetarako) definituko ditugu.

1.1.3 Definizioa. Izan bedi A, C 2, n=1,2,..., orduan

(e o] o0
inf A, = () Ap, sup A = | | A
inf Ay kﬂ b SUP Ay kU K

=n - =N

1.1.5 Oharra. Aurrerago frogatuko dugu ondoko propietatea betetzen dela:

n—00 n—oo \ k>n n—00 n—00 \ L>n

liminf A,, = lim <inf Ak) , limsup 4,, = lim (sup Ak> .

1.1.1 Proposizioa. Izan bedi A, C Q, n=1,2,..., orduan
a) liminf, o A, = {w € Q| w € Ay, n guztietan kopuru finitu batean izan ezik}.
b) limsup,,_,., An = {w € Q| w € A, n kopuru infinitu batean}.
¢) liminf, ,o A, C limsup,,_,., An.
Frogapena. a) Izan bedi w € liminf,, o A,. Beraz, existitzen da n > 1 non w €

Nk>nAn eta, beraz, existitzen da n > 1 non Yk > n w € Aj. Alegia, w € Ay, n
guztietarako, Aq,..., A,_1 izan ezik, hau da, kopuru finitu batean izan ezik.
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b) Izan bedi w € limsup,,_,., A,. Beraz, Vn w € Ug>p A edo, beste modu batean
esanda, Vn existitzen da k non w € Ag. Orduan, w € A,, n infinituetarako.

¢) Demagun w € liminf, ,. A,. Orduan, w € A, n guztietarako kopuru finitu
batean izan ezik. Horregatik, w € A, n kopuru infinitu batean, hau da, w €

lim sup,,_,o, An.

O]

Ondoko adibideak frogatzen du aurreko proposizioko c) atalaren propietatearen kon-
trakoa dela beti ematen, hau da, limsup,,_,,, A, C liminf, ,. A, ez dela beti egia.

1.1.1 Adibidea. Demagun B,C C 2. Definitu A, = B n bakoitia bada eta A, = C n
bikoitia bada. Frogatu liminf, ,. A, = BN C eta limsup,,_,., A, = BUC.

lirinjolipAn: ﬂ UAk: mBUC:BUC’.

n>1k>n n>1
liminf A, = U N 4=BnCc=BncC.
n>1k>n n>1

Ohartu limsup,, ., A, C liminf, ,. A, ez dela egia kasu honetan.

Orain, ondoko propietatea azalduko dugu. Ohartu De Morgan-en legeen antzekoak
direla.

1.1.2 Proposizioa. Izan bedi A, C Q, n=1,2,..., orduan

a) liminf, . A, = limsup,,_,. Ap.
b) limsup,,_,., A, = liminf, oo A,.

Frogapena.  a) 1.1.2 Definizioa eta De Morgan-en legeak erabiliz, ondoko berdintzak

ematen dira:

linn;i.%fAn: G ﬁAk: ﬁ ﬁAk: ﬁ ka:limsupfn.

n=1k=n n=1k=n n=1k=n o

b) Aurreko ataleko frogapenaren antzeko moduan froga daiteke.
O

1.1.4 Definizioa. Izan bedi A, C Q, n=1,2,..., orduan {A,} segidaren limitea A da
ondokoa betetzen bada

limsup A, = liminf A,, = A.
n—0o n—00

Limitea existitzen bada eta A bada, A, — A edo lim,, .~ A, = A bezala idatziko dugu.
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1.1.2 Adibidea. Demagun A, = [0,-2=), n = 1,2,.... Frogatu [0,1) dela segida
honen limitea.

imsup A, = () U 4= U { k’:) -N [o,njl) —0.1).

n—eo n>1k>n n>1k>n n>1

liminf 4, = UN4=UN [0, l~c+1) = Jlo.1)=[0,1).

n>1k>n n>1k>n n>1

-

Beraz, kasu honetan limy— oA, = [0,1) da.
1.1.6 Oharra. Ohartu Adibidea 1.1.1.-ko kasuan ez dagoela limiterik.

Hemendik aurrera, A, 1 ematen dela esango dugu (hau da, A,, ez beherakorra dela)
A, C Aptq gertatzen bada edozein n-rako. Era berean, A, | ematen dela esango dugu
(hau da, A, ez gorakorra dela) A,11 C A, gertatzen bada edozein n-rako. Gainera,
{A,:n=1,2,...} segida monotonoa izango da A, 1 edo A,, | bada.

1.1.3 Proposizioa. Izan bedi A, C Q, n=1,2,....

a) An 1 bada, orduan nhﬁ\ngo A, = U A,

b) A, | bada, orduan lim A, = ﬂ A,,.

n—oo
n=1

Frogapena. a) A, 1 denean, limsup,,_,. A, = liminf, ,. A, = U2, A, ematen dela
frogatuko dugu. Alde batetik,

liminf A, = U ﬂ Ay = U A, (1.1)

n=1k=n

lehenengo berdintzan lim inf-en definizioa erabili dugu eta bigarrenean A, 1 pro-
pietatea. Bestetik,

limsup 4,, = ﬂ U A C U A, =liminf A,, C limsup 4,,

n—00 n—o0 n—00
n=1k=n

non lehenengo berdintza limsup-en definizioa da, bigarrena (1.1) ekuazioan fro-
gatu dugu eta hirugarrena 1.1.1 Proposizioko ¢) atalean frogatuta dago. Honen
ondorioz, limsup,, . An, = J;—; An ematen da.

b) A, | denean, limsup,,_, . A, = liminf, ,, A, = N2, A, ematen dela frogatuko
dugu. Alde batetik,

limsup 4,, = m U Ay = m A, (1.2)

n—oo n=1k=n
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lehenengo berdintzan lim sup-en definizioa erabili dugu eta bigarrenean A,, | pro-
pietatea. Bestetik,

o0 oo oo
hnrggf A, = Ul kﬂ AL D ml A, = 1171111_>sot<1)p A, D I%Hi}ggf A,
n= =n n=

non lehenengo berdintza liminf-en definizioa da, bigarrena (1.2) ekuazioan fro-
gatu dugu eta hirugarrena 1.1.1 Proposizioko c¢) atalean frogatuta dago. Honen
ondorioz, liminf,, . A, =(),—, A, ematen da.

O]

1.1.5 Oharran esandakoa frogatuko dugu orain.

1.1.1 Korolarioa. Demagun {By, : n=1,2,...} segida bat dela, orduan

liminf B, = lim (lgf Bn> Jimsup B, = lim <sup Bn) .
>n

n—00 n—00 n—00 n—=00 \ k>np

Frogapena:
Hartu A, = infy>, B, eta ohartu A, 1 gertatzen dela. Beraz, 1.1.3 Proposizioaren

ondorioz,
e.)
Jim A= U 4,
n=1
eta A,, = infy>, B,, erabiliz,
o
lim inf B,, = inf B,,.
im inf B, U inf By,

n—oo k>n
- n=1

Orain, 1.1.3 Definizioaren arabera, infy>, B, = N}, B,, beraz,

[e'S) o0 00
Ut = U () 50
n=1 n=1k=n

Bukatzeko, 1.1.2 Definizioaren arabera, | J;~ | (oe,, Bn = liminf,_,.p, ematen da.
Beraz, frogatu dugu nahi duguna.
Beste adierazpena antzeko eran frogatu ahal da.

1.1.3 o-aljebrak

Izan bedi C C P(2) eta T multzo arbitrario bat. Orain, C-ren elementuei aplikatzen
zaien zenbait eragiketa definituko ditugu:

1 Bildura arbitrarioa: A; € C, Vt € T, orduan U Ay,
teT
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(0.9}
2 Bildura zenbakigarria: A, € C, n=1,2,..., orduan U A,

n=1

3 Bildura finitua: Aq,..., A, € C, orduan U Aj.
j=1

4 Ebakidura arbitrarioa: A; € C, Vt € T, orduan ﬂ Ay.
teT

o0
5 Ebakidura zenbakigarria: A, € C, n=1,2,..., orduan ﬂ A,

n=1

n
6 Ebakidura finitua: Ay,..., Ay € C, orduan [ ] 4;.
j=1

7 Kontrakotasuna: A € C bada, orduan A.

8 Limite monotonoak: {4, :n =1,2,...} segida bat bada eta

e A, 1 bada, orduan nh_}n;o A, = LJI Aj,
‘7:

e A, | bada, orduan nlgrolo A, = q Aj.
]:

Demagun C C P(2) eta O aurreko eragiketetako bat. Orduan, esango dugu C itxia
dela O eragiketarako, C-ri O eragiketa aplikatzerakoan lortutako multzoa C-n badago.

1.1.5 Definizioa. Izan bedi A C P(2). Orduan A aljebra bat da, itxia bada 3, 6 eta 7

eragiketetarako.

Orain ohartuko gara goiko definizioak oinarrizko probabilitateko liburuetan ikusitako
definizioarekin zerikusia duela.

1.1.4 Proposizioa. A itzia da 3, 6 eta 7 eragiketarako ondokoa ematen bada:
a) Qe A
b) A€ A bada, orduan A € A.
c) A, B € A badira, orduan AU B € A.

Frogapena. e Frogatuko dugu A itxia dela 3 eragiketarako c¢) ematen bada. Dema-
gun Aj, As, A3 € A. Orduan,

A1UA2UA3:(A1UA2)UA3€.A,
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izan ere A; U Ay € A ¢) ematen delako eta beraz B = A; U As bada, orduan
BUA3 € A ematen da berriz c) atalagatik. Era berean froga daiteke Aq,..., A, €
A badira, orduan U" | A; € A.

e Frogatuko dugu A itxia dela 6 eragiketarako b) ematen bada eta A itxia bada 3
eragiketarako. Demagun Ai, ..., A, € A direla; b) ematen denez, A;,..., A, € A
dugu. Gainera, A itxia denez 3 eragiketarako, U?Zlfii € A eta, De Morgan-en
Legeak erabiliz, N}'_; A; € A. Alegia, A itxia da 6 eragiketarako.

e b) betetzen bada, orduan A itxia da 7 eragiketarako.

Orain, o-aljebra zer den aurkeztuko dugu.

1.1.6 Definizioa. Izan bedi B C P(2). Orduan B Q-ren o-aljebra da, itxia bada 2, 5
eta 7 eragiketetarako.

Argi badago zein den lagin espazioa, {)-ren o-aljebra esan beharrean, o-aljebra esan-
go dugu.

Orain azalduko dugu, kasu honetan ere, goiko definizioak oinarrizko probabilitateko
liburuetan ematen den definizioarekin zerikusia duela. Frogapena 1.1.4 Proposiziokoa-
ren antzekoa izateagatik, ez dugu jarriko.

1.1.5 Proposizioa. [zan bedi B C P(Q). Orduan, B itria da 2, 5 eta 7 eragiketarako
ondokoa ematen bada:

a) Qe B.
b) B € B bada, orduan B € B.

¢) Bi,Ba,--- € B badira, orduan | J;2, € B.

Goiko propietateei erreparatuz, argi dago gertaera guztien espazioa c-aljebra izan
behar dela. Horrela, itxia denez 2, 5 eta 7 eragiketetarako, gertaeretan eragiketak
aplikatuz, gertaerak lortzen ditugu.

Orain, o-aljegra eta aljebraren arteko harremana aztertuko dugu.

1.1.6 Proposizioa. Multzo bat o-aljebra bada, orduan aljebra da.

Frogapena. 1.1.5 Proposizio eta 1.1.4 Proposizio kontuan hartuz, emaitza frogatutzat jo
dezagu 1.1.5 Proposizioko c¢) propietatea ematen denean, 1.1.4 Proposizioko ¢) ematen
dela frogatzen badugu. B o-aljebra izateagatik, badakigu By, Bs, - - - € B badira, orduan
U2, Bi € B ematen dela. Beraz, hartu By = 0, k > n guztientzat (ohartu () € B

definizioz) eta, horrela,
oo n
U B; = U B; € B.
i=1 i=1
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Orain, o-aljebra batzuk aztertuko ditugu.

e B =7P(Q). Definizioz, edozein gertaera P(2)-ren barruan dago. Beraz, P(f2) itxia
da edozein eragiketarako. Ondorioz, o-aljebra da.

e B = {0,Q}. Honi o-aljebra tribiala deitzen diogu. § = Q eta Q = () direnez, B
itxia dela 7 eragiketarako. Suposatu B; € B, i > 1 izanik. 2. eragiketarako itxia
dela frogatzeko, lehendabizi suposatu B; = 0, Vi eta, beraz, |J,», B; = 0 € B.
Orain, suposatu existitzen dela j non B; = Q den; horrela, | J;~ B; = € B. Eta
horrela B 2 eragiketarako itxia dela frogatu dugu. Orain, 5. _eragiketarako itxia
dela frogatzeko, lehendabizi suposatu B; = Q,Vi eta, beraz, (),»; B; = Q € B.
Orain, suposatu existitzen dela j non B; = () den; horrela, ();5, B; =0 € B. Eta
horrela B 5 eragiketarako itxia dela frogatu dugu. -

HartuQ = Reta B = {A C R : A zenbakigarria da }U{A C R : A zenbakigarria da }
o-aljebra dela frogatu daiteke. Orain, o-aljebra honen inguruko ohar honetan zentratu-
ko gara:

1.1.7 Oharra. B = {A C R : A zenbakigarria da } U{A C R : A zenbakigarria da }
bada, orduan ondokoa ematen da:

e B # P(R) da. Izan ere, hartu A = (—00,0| eta ohartu A ¢ B A ez delako
zenbakigarria eta A = (0,+00) ere ez. Hala ere, A € P(R).

o B ez da itxia 1 eragiketarako. Izan ere, hartu edozein t < 0 eta {t} € B. Baina

Utgo{t} = (—00,0] ¢ B.
1.1.8 Oharra. Q =N hartuko dugu eta definitu
A={ACQ:|A <o} U{ACQ:]|A| < oo}

Frogatu daiteke A aljebra dela, baina o-aljebra ez. Beraz, edozein o-aljebra aljebra da
(ikusi 1.1.6 Proposizioa), baina kontrakoa ez da egia.

Orain ondoko emaitza aurkeztuko dugu.

1.1.1 Lema. Izan bedi O goian definitutako edozein eragiketa (1-8 eragiketak) eta T
multzo arbitrario bat. Demagun {C;}ier dugula, non C; itzia den O eragiketarako Yt €
T. Orduan, NierCy itxia da O eragiketarako.

Frogapena. 2 eragiketarako frogatuko dugu emaitza hau (besteak antzeko modua fro-

gatzen dira). Demagun By, By, ..., non B; € (},cpCt, @ = 1,2,.... Orduan, B; € Cy,
Vi € T etai =1,2,.... Orain, C; itxia denez 2 eragiketarako, UZ»21 B, eC,Vtel.
Beraz, U;>1 Bi € (ier Ct, hau da (o7 C; itxia da 2 eragiketarako. O

Honen ondorioz, hurrengo emaitza dugu.
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1.1.7 Proposizioa. o-aljebren ebakidura, o-aljegra da eta aljebren ebakidura aljebra
da.

Orain, azalduko dugu goiko propietatea bildurarentzat ez dela betetzen.

1.1.9 Oharra. Hartu Q = {a,b,c} eta definitu By = {0,9Q,{a},{b,c}} eta By =
{0,9,{b},{a,c}}. Erraz ikus daiteke By eta By o-aljebrak direla, baina

BiUBy = {Q)v Q,{a},{b},{b,c},{a,c}t},
ez da o-aljebra; izan ere {a} € By U Ba eta {b} € By U Ba, baina {a,b} ¢ By U Bs.
Orain, C-k sortutako o-aljebrarik txikiena definituko dugu.

1.1.7 Definizioa. Izan bedi C C P(2). Orduan, o(C)-ri C-k sortutako o-aljebra deituko
diogu eta ondokoak betetzen ditu:

1. Cco(C).

2. B o-aljebra bat bada non C C B den, orduan o(C) C B.

Ohartu ¢(C)-ri C barruan duen (edo C-ren) o-aljebrarik txikiena ere deitzen zaiola.
Gainera, P(Q) o-aljebra bat da aurreko bi propietateak betetzen dituena (hau da, C C
P(Q) eta edozein o-aljebra P(2)-ren barruan dago).

Orain, o(C)-ren bakartasuna frogatuko dugu.

1.1.2 Lema. o-aljebra bakarra dago 1.1.7 Definizioaren ezaugarriak betetzen dituena.

Frogapena. Demagun o1 (C) eta 02(C) 1.1.7 Definizioaren propietateak betetzen dituzte-
la. Badakigu 01 (C) txikiena izateagatik eta o(C) o-aljebra izateagatik, o1(C) C o2(C).
Aldiz, 09(C) txikiena izateagatik eta o1(C) o-aljebra izateagatik, o2(C) C ¢1(C). Ondo-
rioz, 01(C) = 02(C) dugu. O

Aurreko emaitzagatik ondorioztatu ahal dugu o(C) existituz gero, bakarra dela.
Ondoko emaitzak o(C)-ren existentzia frogatzen du.

1.1.1 Teorema. Demagun C C P(Q2). Orduan, o(C) existitzen da eta bakarra da.

Frogapena. Izan bedi F; o-aljebra, non C € Fy; hau da, F; C barruan duen o-aljebra
da. Demagun {F;};cr dela C barruan duen o-aljebra guztien familia. Definitu o(C) =
MNier Ft-

Lehendabizi, C C o(C) ematen da, izan ere V¢t € T C C F;. Gainera, 1.1.7 Proposi-
zioaren emaitzagatik, o(C) o-aljebra da Vt € T' F; o-aljebra baita. Azkenik, C barruan
duen c-aljebrarik txikiena dela aurkeztuko dugu. Horretarako, demagun F{ o-aljebra
dela, non C € Fy. Orduan, {F;}ier definizioz, existitzen da ty € T non Fy, = Fo
eta (V,ep Ft C Fp, beraz, 0(C) C Fo; hau da, o(C) o-aljebrarik txikiena da C barruan
duena. O
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Orain, boreldar o-aljebra definituko dugu.

1.1.8 Definizioa. Demagun Q = R. Izan bedi C = {(a,b) : —o0 < a < b < oo}.
Orduan, boreldar o-aljebra R-n o(C) da.

Guk boreldar o-aljebra R-n  bezala idatziko dugu (batzuk B(R) bezala idazten
dute). Bestalde, boreldar o-aljebra R™-n 5" bezala idatziko dugu (batzuk B(R™) bezala
idazten dute) eta R"-ko irekiek sortutako o aljebrarik txikiena da.

Orain frogatuko dugu 8 hainbat modutan sortu ahal dela, alegia,

o((a,b): —co<a<b<o0)=0((a,b]: —oo <a<b< o)
=o([a,b) : —00 < a < b < o0)
=0([a,b] : —00 < a < b < 0).

Lehenengo berdintza frogatuko dugu jarraian (besteak antzeko moduan froga dai-
tezke).

1.1.8 Proposizioa. Demagun CV = {(a
o

b): —00 < a<b< oo} etaCl)={(a,b):
—00 < a<b<oo}. Orduan o(CV) = ]

non (a,b+ 2] € C( I c o(cl]). Beraz, (a,b) = [J° (a,b— 1] € o(C! ) frogatu dugu,

n=1

hau da, CO c o(C]). Orain, 1.1.7 Definizioa kontuan hartuz, o(CV) c o(C(]).
Orain, o(C']) c ¢(CY) frogatuko dugu. Ohartu

(a,b] :nﬁl (a,b+:l>,

non (a,b— 1) € cO c o(CV). Beraz, C{! c o(CY) frogatu dugu. Orain, 1.1.7 Definizioa
kontuan hartuz, o(C(!) c o(C0). O

1.2 Probabilitate Espazioak

1.2.1 Oinarrizko Definizioak eta Propietateak

(Q, B,P) probabilitate-espazioa ondoko elementuz osaturiko hirukotea da:
e () : lagin espazioa
e 3: Q-ren o-aljebra

e [P: probabilitate neurria (2, B) espazio neurgarrian.
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Gogoratu P probabilitate neurria dela (2, B) espazio neurgarrian ondokoa betetzen
bada:

P:B—[0,1]
A—P(A)

non Kolmogorov-en axiomak betetzen diren:
e P(Q)=1
e Ay, As,--- € B eta binaka baterazinak badira, orduan

PlJAn| =) P4,

n>1 n>1

Orain, oinarrizko probabilitateko zenbait propietate gogoratuko ditugu:

o P(A) =1-P(A), VA € B.

o A, B € B badira, orduan P(AU B) =P(A) + P(B) — P(AN B).

Barne-kanpo Printzipioa: Aq, As,--- € B badira,

P LnJAJ = iP(AJ)— Z P(AzmAj)—i-—i-(—l)nP(AlﬂﬂAn)
j=1 j=1

1<i<j<n

Monotonia legea: A, B € B badira, orduan A C B = P(A) < P(B).

Azpi Batukortasun Zenbakigarria: A;, Ao, --- € B badira, orduan

Jarraitutasuna: Izan bedi A1, Ag,--- € B
Goi-Jarraitutasuna: A, T bada eta A = ;51 4i = 4, lim 1 P(4,) =P(4),
Behe-Jarraitutasuna: A, | bada eta A =(1,5; 4; = A, lim | P(A,) = P(4).

Ondoko emaitza frogatuko dugu.

1.2.1 Proposizioa. Demagun Ay, As,--- € B. Orduan,

P (lim inf An) <liminfP(4,) <limsupP (4,) <P (hm sup An> .

n—r00 n—r00 n—o00 n—00
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Frogapena. Oinarrizko kalkuluko emaitzengatik, badakigu x,, balio errealen segida ba-
da, orduan liminf,, ;. x, < limsup,_,., *,. Hori dela eta, beste bi ezberdintzak fro-
gatuko ditugu. Lehenengo ezberdintzarekin hasiko gara. Ohartu liminf, . A, =
USe 1 Ni>n Ak eta beraz

o0
P (linningn) —_Pp L:Jlko Al

eta (>, Ak €z beherakorra denez, probabilitatearen goi-jarraitutasun propietateagatik
ondokoa ematen da:

P fj ﬂAk = lim P ﬂAk
n=1k>n nmree k>n

Orain, ohartu edozein t > n-rako At D (>, Ak dela, beraz, P(Ar) > P(N>,, Ak)-
Ondorioz, infy>, P(Ax) > P>, Ak) eta, horregatik,

S P[] 4 ) < Jim nl (40
Eta liminf-en definizioaren ondorioz, P (liminf,, . A,) < liminf,, . P (A,) frogatu
dugu.
Bukatzeko, falta den ezberdintza frogatuko dugu. Ohartu limsup,, .o An = Noeq Ugsn Ak
eta beraz -
o0
P <limsupAn> =P ﬂ U Ag
n—roo n=1k>n
Orain, konturatuko gara |J-, Ai ez gorakorra dela, hau da, J,~,, Ar |, beraz
probabilitatearen behe—jarraitutagunaren propietateagatik -

P(() U A = lim P([J Ap).
n=1k>n k>n

Orain, ohartu edozein t > n-rako Ay C U, A dela, beraz, P(A) < P(U>, 4k)-
Ondorioz, supy>, P(Ax) < P(Uys, Ak) eta, horregatik,

Hm P A) 2 Jim supP(4,)

Eta lim sup-en definizioaren ondorioz, limsup,,_,. P (A4,) < P (limsup,,_,., An) frogatu
dugu. O

Goiko emaitzaren ondorioz, ondokoa lortzen dugu.
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1.2.1 Korolarioa. Demagun A, A1, As,--- € B, non A,, = A. Orduan, P(A,) — P(A).

Frogapena. A, — A bada, orduan liminf,,_,, A, = limsup,, .., A, = A eta beraz,

n—00 n—o0 n—o00 n—00

P(A) = P (hm inf An) < liminf P (A,) < limsup P (A,) < P (lim sup An> — P(A).

Ondorioz, goiko ezberdintzak berdintzak dira eta, horregatik,

liminf P (4,) =limsupP (4,,) = 1i_>m P(A,) =P(A).

n—00 n—00

1.2.2 Dynkin-en Teorema

Lehendabizi, w-sistemak eta A-sistemak definituko ditugu.

1.2.1 Definizioa. Izan bedi P C P(S2). Orduan, P w-sistema da itzia bada 6 eragike-
tarako, hau da,

A/ BeP=ANBecP.

1.2.2 Definizioa. [zan bedi L € P(R). Orduan, L \-sistema da postulatu zaharrak edo
berriak betetzen baditu, postulatu zaharrak ondokoak izanik:

Z1) Qe L.

Z2) A,B € L, non AC B, orduan B— A € L.

Z3) A1, Ay, € Loeta AT i=1,2,..., orduan UL, A; € L.
FEta postulatu berriak ondokoak dira:

B1) Qe L.
B2) A€ L, orduan A€ L.
B3) A1, Ag,--- € L eta A;NA; =0, Vi, j, orduan | J;2, A; € L.

1.2.1 Oharra. Frogatu daiteke postulatu zaharrak eta berriak baliokideak direla. Orain,
frogatuko dugu postulatu zaharrak betetzen badira, berriak ere. Lehendabizi, Z1) eta B1)
berdinak dira. Orain, B2) frogatuko dugu, hau da, A € L, orduan A € L. Z2) dela eta,
badakigu A, B € L non A C B den, orduan B—A € L. Hartu B = () eta orduan A C B
dugu eta B — A = A dugunez, A € L.

Bukatzeko, B3) frogatuko dugu. Lehendabizi, ondoko propietatea frogatuko dugu:
A,B € L eta ANB =), orduan AU B € L. Hasteko, AN B = 0 dugunez, orduan
B C A eta, Z2) erabiliz, A— B € L. Orain, De Morgan-en Legeak erabiliz,

A-B=ANB=AUB,



1.2 PROBABILITATE ESPAZIOAK 17

beraz AUB € L eta Z2) erabiliz, AU B € L dugu. Arrazonamendu berdinarekin
Ay, ..., A, € L badira, orduan U} (A; € L. Orain, B3) frogatuko dugu. Definitu
B, = U | A;; frogatu dugu By, € L eta gainera, B, C By,y1 ematen da; ondorioz, Z3)
erabiliz, U2, B; € L. Frogapena bukatzen da ohartuz U2, B; = U2, A;.

Orain, ondoko emaitza frogatuko dugu.
1.2.2 Proposizioa. Edozein o-aljebra A-sistema da.

Frogapena. Bl) eta B2) o-aljebraren definizioaren lehenengo bi propietateen berdinak
dira (ikusi 1.1.5 Proposizioa). Aldiz, B3) ere betetzen da o-aljebraren definizioaren
hirugarren propietatea betetzen denean (izan ere, edozein segidarako betetzen bada
propietate hori, edozein segidarako non gertaerak binaka bateraezinak diren ere bai). [

Aurrean, C-k sortutako o-aljebrarik txikiena definitu dugun antzeko moduan, C-k
sortutako A-sistemarik txikiena (L£(C) bezala idatziko duguna) eta m-sistemarik txikiena
(P(C) bezala idatziko duguna) definitzen dira. Esate baterako, £(C) C-k sortutako A-
sistemarik txikiena izango da, ondokoak betetzen badira:

e CC L)
e [/ beste A-sistema bada non C C £', orduan £(C) C L.

Gainera, A(C) eta P(C) hauen existentzia eta bakartasunaren froga o-aljebrarik txi-
kienaren antzekoa da eta, beraz, ez ditugu hemen aurkeztuko.
Orain, ondoko proposizioa frogatuko dugu.

1.2.3 Proposizioa. Izan bedi C C P(2). Orduan C A-sistema eta mw-sistema bada,

o-aljebra da.

Frogapena. Lehenik, C A-sistema denez, 1.1.5 Proposizioaren lehenengo bi propieta-
teak betetzen direla ohartuko gara (izan ere, 1.2.2 Definizioko B1) eta B2) propieta-
teen berdinak dira). Bukatzeko, ondokoa frogatuko dugu: Aj, As,--- € C bada, or-
duan U;>1A4; € C. Badakigu, C A-sistema izateagatik Aq,..., A, € C bada, orduan
Ay, ..., A, € C dela (ikusi 1.2.2 Definizioko B2) propietatea). Orain, C m-sistema de-
nez, Ay, ..., A, € C bada, orduan N_; A; € C ematen da. Beraz, De Morgan-en Legeak
erabiliz, U | 4; € C eta berriz 1.2.2 Definizioko B2) propietatea erabiliz, U | 4; € C
lortzen dugu.

Frogapena bukatuko dugu B,, = |J;_; A; definituz. Ohartu, edozein n € N-rako,
B,, € L dela eta ez beherakorra ere bai. Orduan, Z3) erabiliz, | J;°, B,, € £ ematen da
eta |J;2, By = ;2| An ematen dela konturatuz, frogapena bukatu da. O

Goiko emaitza erabiliz, ondokoa frogatu daiteke (teorema honen frogapena 1.3.1
atalean ageri da).

1.2.1 Teorema (Dynkin-en Teorema). P w-sistema eta L A-sistema badira non
P C L, orduan o(P) C L.
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Dynkin-en Teoremaren ondorioz, ondoko emaitza lortzen dugu.
1.2.2 Korolarioa. P w-sistema bada, orduan o(P) = L(P).

Frogapena. Demagun P m-sistema dela. Orduan, £(P) A-sistema da eta P C L(P)
ematen da, beraz Dynkin-en Teorema aplikatuz, o(P) C L£(P) ematen da. Aldiz, o(P)
o-aljebra da eta, beraz, A-sistema da (ikusi 1.2.2 Proposizioa). Gainera, P C o(P) dugu
eta, A-sistema txikienaren definizioaren ondorioz, £L(P) C o(P) ematen da. O

Goiko emaitzak dioena zera da: P m-sistema izatekotan, P-ren g-aljebrarik txikiena
eta P-ren A-sistemarik txikiena berdinak direla.

1.2.3 Aplikazioak

Orain, Dynkin-en Teoremaren bi aplikazio interesgarri deskribatuko ditugu. Lehenengoa
aurkeztu aurretik, ondoko emaitza aurkeztuko dugu:

1.2.1 Lema. P; eta Py (2, B) espazio neurgarriaren probabilitate-neurriak direla supo-

satu. Orduan, ondoko funtzioa A-sistema da

£ ={AcB:Pi(A) =Py(A)}

Frogapena. Postulatu berriak erabiliz frogatuko dugu £ A-sistema dela.
Bl) Qe L, izan ere P1(Q) =P2(Q2) =1

B2) Suposatu A € £. Orduan, P;(A) = Py(A). Probabilitate neurriak izateagatik,
1 —P;(A) =1 —Py(A) eta, horren ondorioz, P1(A) = Py(A); hau da A € L.

B3) Suposatu Ai, As,--- € L non A;NA; = 0 Vi # j. Beraz, Vi = 1,2,...,
P1(4;) = P2(A) eta, horregatik, Zi21P1 (A;) = 2121 Py(A4;). Probabilitate neu-

rriak izateagatik, Zizl Pi(A;) =Py <Ui21 AZ> eta ZZZI Py(A;) = Po (Uz’zl A1>
Horregatik, Py (Uiz1 Ai> =Py (UiZI Ai> eta, ondorioz, Ui21 A; € L.
O

Orain, lehenengo aplikazioarekin hasiko gara.

1.2.4 Proposizioa. Py eta Py (2, B) espazio neurgarriaren probabilitate-neurriak direla
suposatu. P w-sistema bada non YA € P,P1(A) = Pa(A), orduan

VB € U(P),Pl(B) = PQ(B)

Frogapena. Emaitza frogatutzat jo ahal dugu o(P) C L frogatuz gero. 1.2.1 Lemagatik,
badakigu £ = {A € B : P;(A) = P2(A)} A-sistema dela. Gure hipotesiei erreparatuz,
honakoa dugula ohartzen gara: P C L. Dynkin-en Teoremaren baldintzak betetzen
direla argi ikusten da. Beraz, Dynkin-en Teorema aplikatuz, o(P) C L lortzen dugu. O
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Goiko emaitzak dioena zera da: bi probabilitate neurri berdinki banatuak izatearen
propietatea P multzotik o(P)-ra heda daitekela.

Bigarren aplikazioak banaketa funtzioarekin zerikusia du. Gogoratu edozein z errea-
lerako F'(z) = P((—o0, z]) dela. Gogoratu ere /3 boreldar o-aljebra R-n dela.

1.2.5 Proposizioa. Izan bedi ) = R. Suposatu P1 eta Py probabilitate-neurriak direla
(R, B) espazioan eta haien banaketa funtzioak berdinak direla, hau da,

Vo e R: Fi(z) =Pi((—o0,z]) = Fa(x) = Pa((—o0, x]).

Orduan, P1(B) = Py(B) ematen da VB € -rako.

Frogapena. Definitu P = (—oo, z]. Aurkeztuko dugu P w-sistema dela, izan ere
(=00, 2] N (=00, y] = (—oo, min(z, y)].

1.2.1 Lemagatik, badakigu £ = {A € B : P1(A) = Py(A)} A-sistema dela. Gainera,
Vo € R, Pi((—o0,x]) = Pa((—00, z]) denez, orduan P C L. Beraz, Dynkin-en Teorema
aplikatu ahal dugu eta, hori eginda, o(P) C L lortzen dugu. Bukatzeko, ohartu o(P) =
B (Boreldar o-aljebra (—oo, z] bezalako tarteek sortutako o-aljebra da). Beraz, P;(B) =
Py(B) ematen da VB € [-rako. O

Aurreko emaitzaren arabera, ondokoa ondorioztatu ahal dugu: banaketa-funtzioak
probabilitate-banaketa definitzen du.

1.3 Frogapenak

1.3.1 Dynkin-en Teoremaren frogapena
Teorema hau frogatzeko, ondoko lema erabiliko dugu.

1.3.1 Lemma. Izan bedi P m-sistema eta S € L(P). Definitu
M(S):={AecL(P): AnS e L(P)}.

Orduan M(S) A-sistema da.
Frogapena. A-sistemaren postulatu berriak betetzen direla frogatuko dugu:
o () € M(S) da; izan ere, 2 € L(P) izateagatik eta, gainera, QNS =5 € L(P).

o Ac M(S)= A c M(S) egia dela frogatuko dugu. Lehendabizi, A € L(P) L(P)
\-sistema izateagatik (bigarren postulatu berria). Orain, SN A € L(P) frogatuko
dugu. Badakigu, ANS C S € L(P) eta beraz, bigarren postulatu zaharragatik,
S —(ANS) e L(P). Horrela,

S—(ANS)=SN(AuS)=(SNA)USUS)=SnNA.
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Beraz, SN A € L(P).

e Demagun A, € M(S) non A;NA; =0, Vi # j, orduan L(P) A-sistema denez, ba-
dakigu hirugarren postulatu berriagatik U,>1 A4, € L(P). Gainera, SNUp>14, €
L(P) betetzen dela frogatuko dugu. Ohartu

(UAn>ﬂS: U, ns),

n>1 n>1

eta eskuinekoa L(P)-n dago hirugarren postulatu berriagatik (ohartu 4, NS €
L(P) edozein n-rako eta (A;NS)N(A;NS) =0, Vi # j, A;i # Aj # 0 izateagatik).

O

Dynkin-en Teoremaren frogapena. Nahi dugun emaitza frogatzeko, 1.2.3 Proposizioko
emaitzagatik, nahikoa da L£(P) A-sistema eta m-sistema dela frogatzea. Izan ere, L(P)
A-sistema eta m-sistema bada, orduan L(P) c-aljebra da eta, ondorioz, o-aljebrarik
txikienaren definizioaren ondorioz, o(P) C L(P) dugu. Gainera, P C L betetzen
da hipotesiz eta, beraz, A-sistemarik txikienaren definizioaren ondorioz, L(P) C L.
Horregatik, o(P) C L frogatu dugu, eta hori da frogatu nahi genuena.

Horrela, frogatuko dugu £(P) m-sistema dela, hau da,
A,Be L(P) = ANBeL(P).

Hartu S € P. Horrela, P C L(P) denez, aurreko lemagatik, badakigu M(S) A-
sistema dela.
Ikus dezagun P C M(S). Hartu A € P, kontuan hartuta P 7-sistema dela ANS € P
dugu eta, berriz, P C L(P) izateagatik, AN S € L(P) dugu. Beraz A € M(S).
Ondorioz, M(S) A-sistema da eta P C M(S) ematen da. Horregatik, L(P) C
M(S). Hau da:
SeP, Be L(P) = BnNSeL(P). (1.3)

Hartu orain edozein B € L(P) eta definitu
M(B)={AeL(P): AnB e L(P)}.

Aurreko lemaren arabera, M(B) A-sistema da. Gainera, P C M(B) ematen da. Hori
ikusteko, A € P hartu eta (1.3) aplikatzen da S = A € P-rekin eta B € L(P)-rekin, eta
lortzen da BN A € L(P), hau da, AN B € L(P).

Beraz, M(B) A-sistema da eta P barne hartzen du, beraz L(P) C M(B). Horrela,
frogatu dugu, A, B € L(P) bada, orduan AN B € L(P). Eta hori da frogatu nahi
genuena, alegia £(P) m-sistema dela. O
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1.4 Ariketak

1.4.1 Ariketa. Ondoko segida definitu: A, = (_71, 1] , m bakoitia bada eta A, = (—1, %]
n bikoitia bada. Kalkulatu liminf A,, eta limsup A,,.

n—00 n—o00

1.4.2 Ariketa. Ondoko segidak definitu: {A, : n € N}, non A, = (—n,n), Vn € N eta
{B, :n €N}, non B, = (=%,1+ 1), Vn € N. Kalkulatu haien limiteak

1.4.3 Ariketa. Izan bedi A, = (=3 — 2,2], n bikoitia bada, eta A, = [-2,3+ 1), n
bakoitia bada. Kalkulatu liminf, .., A, eta limsup,,_,., A,. Existitzen da limitea?

1.4.4 Ariketa. Ondoko gertaera-segidaren limitea existitzen den aztertu: {A, : n > 2},

non A, = [0,ay),

1
an =2+ (—1)" (1+n> n > 2.
1.4.5 Ariketa. Ondokoa frogatu:
C=0(C) < C o-aljebra da.

1.4.6 Ariketa. Demagun C C P(QQ) eta D C P(Q) direla, non C C D. Orduan
o(C) C o(D).

1.4.7 Ariketa. Izan bedi B o-aljebra bat. Postulatu zaharrak erabiliz, frogatu B -

sistema dela.

1.4.8 Ariketa. Ondoko adierazpena egiazkoa dela frogatu:

i=1 =1

1.4.9 Ariketa. {A4;,i=1,2,...,n} C P(Q) bada, orduan
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Zorizko Aldagaiak

Zorizko aldagaien ideia intuikorrarekin hasiko gara. Izan ere, zorizko aldagai bat )-tik
R-ra doan aplikazio bat da. Aplikazio honi neurgarritasun propietatea eskatuko zaio;
izan ere, horri esker baieztapenak egin ahal izango ditugu.

Sarrera moduan, ondoko adibidea azalduko dugu:

2.0.1 Adibidea. Demagun n aldiz esperimentu bat egiten duguna eta esperimentu
hori arrakastatsua izango da edo ez. Suposatu edozein alditan lortutako emaitzak ez
duela eraginik beste esperimentuetan (esperimentu independienteak direla). Horrela,
Q = {0,1}", non 0-k porrota adierazten duen eta 1-ek arrakasta. Aztertu nahi du-
gu zein den arrakasta kopurua. Definituko dugu X arrakasta kopurua meurtzen duen
zorizko aldagaia, era honetan

2.1 Alderantzizko Aplikazioak

Oinarrizko probabilitateko liburuetan zorizko aldagaiak aurkezten dira. Aldiz, liburu
honetan ikuspegi orokor batean zentratuko gara. Izan ere, suposatuko dugu € eta €’ bi
multzo direla, €' orokorra izan daitekeelarik ( izan daiteke R, N edo {0,1}). Horrela,
X : Q —  aplikazio bat dela kontzideratuko dugu, 2’ X-ren barrutia (edo helburu-
multzoa) izanik eta 0 X-ren eremua. Orain, alderantzizko aplikazioa definituko dugu.
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2.1.1 Definizioa. Izan bedi A’ C .

X 1) = POQ)
A= X1 A)={we: X(w)e A}

Horrela, goiko definizioa multzoen familietara heldatzen da, ondoko eran: ¢’ C P(')
bada,
XY ={x"YC"):C' e}
2.1.1 Oharra. Ohartu Q' -ren barruko familia multzoek C' bezala idatziko ditugula (hau

da, prima hori jarriko dugu) eta multzoetarako A’'. Aldiz, Q-ri buruz ariko garenean, ez
dutela primarik erabiliko, hau da, A eta C izango dira.

Jarraian, alderantzizko aplikazioen propietate batzuk frogatuko ditugu:

L X7Y0) =0 eta X~ 1) = Q.

Frogapena:

X)) ={weQ: X(w)ed}=0.
X 1) ={we: X(w)eQ} =

2. Kontrakotasuna mantentzen du: A’ C Q' bada, X }(A") = X ~1(A’).
Frogapena:

weEXIA) &= Xw) cdA <= Xw)¢A <= w¢g X 1(4)

— we X 1(A)

3. Bildura arbitrarioa mantentzen du: {4} : ¢t € T} eta t € T guztirako A} C

badira,
x! (U A;) =Jx 4.

teT teT

Frogapena:

we X! (UA;) — X(w) € UAQ <= Jt e T non X(w) € 4]
teT teT

w e UX_I(AQ) > FHtecTnomwe X 1(A) < FHtcTnon X(w)e€ A4,
teT

4. Ebakidura arbitrarioa mantentzen du: {4} : ¢t € T} eta t € T guztirako A} C

badira,
Xt (ﬂ AQ) = () x'(4).

teT teT
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Frogapena: Aurreko propietatearen antzeko moduan egiten da.

Ondoko emaitzan frogatuko dugu o-aljebra bati alderantzizkoa aplikatuz o-aljebra
bat izango dugula.

2.1.1 Proposizioa. B’ o-aljebra bada Q'-rako, orduan X *(B') o-aljebra izango da
Q-rako.

Frogapena. Frogatuko dugu X ~!(B) itxia dela kontrakotasunerako, bildura zenbakiga-
rrietarako eta ebakidura zenbakigarrietarako.

e Kontrakotasuna. Badakigu, A’ € B’ bada, orduan A’ € B’ egia dela B’ o-aljebra
delako Y-rako. Beraz, frogatu nahi duguna ondokoa da: X~ !'(4') ¢ X~ 1B

bada, orduan X—1(A’) € X~1(B’) ematen da. Alderantzizko aplikazioen propie-
tateetatik, badaklgu X- (A’ ) = X }(A’) egia dela, beraz frogatu behar duguna
da X~ 1(A’) € X~1(B') eta hau frogatzeko nahikoa da A’ € B’ egia dela frogatzea.

Orain, lehen esan dugun bezala, azken propietate hau betetzen da B’ o-aljebra
izateagatik Q'-rako.

e Bildura zenbakigarria. Badakigu A}, A5,--- € B’ badira orduan U,>1A;, € B
ematen dela. Orain, frogatu nahi duguna ondokoa da: X 1(4]) € X 1(B') egia
bada edozein n-rako, orduan U,>1 X ! (A4]) € X 1(B') ematen dela. Alderantziz-

ko aplikazioen propietateengatik, badakigu

HJan-Ux

n>1 n>1
egia dela. Horregatik, nahikoa da frogatzea
A4, ex (B,
n>1

eta hori betetzen da (J,», 4], € X! (B') egia bada. Bukatzeko, lehen esan bezala,
azken propietate hau egia da B’ o-aljebra izateagatik.

e Ebakidura zenbakigarria. Aurreko kasuaren antzeko moduan frogatu ahal da.
O

Badakigu C' € P(') bada, orduan o(C’) o-aljebra dela {'-rako eta, goiko emaitza-
gatik, X 1(0(C")) o-aljebra dela Q-rako. Hurrengo emaitzan o-aljebra hori karakteri-
zatuko dugu goiko emaitza erabiliz. Frogapena 2.6.1 atalean aurkitu daiteke.

2.1.2 Proposizioa. C' C P(Y) bada, orduan X ' (c(C")) = o(X~(C")).
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2.2 Aplikazio Neurgarriak eta Induzitutako Probabilitate
Neurriak

Hasiko gara espazio neurgarria definitzen, baita aplikazio neurgarriak ere.

2.2.1 Definizioa. Espazio neurgarri bat (0, B) bikotea da, non Q multzo bat eta B
o-aljebra bat Q-rako diren.

2.2.2 Definizioa. (Q,B) eta (V,B') espazio neurgarriak badira, orduan ondoko apli-
kazioa

X: Q-
neurgarria da baldin eta soilik baldin: X ~*(B') C B.

Aplikazio neurgarriei ere zorizko elementu deitzen zaie. Askotan, ondoko notazioa
erabiliko dugu X : Q — Q' neurgarria dela adierazteko: X € B/B' edo X : (Q,B) —
(Q,B"). Ohartu neurgarritasuna B'-ren eta B-ren araberakoak dira. Guzti honen kasu
partikularra oinarrizko probabilitateko ikastaroetan ikusten da eta, bertan, (Q',B') =
(R, ) ematen da.

Beste notazio hau ere erabiliko dugu: A’ C Q' bada,

(XeA)=X"1A)={weQ: X(w)ec A}

Orain, X-k induzitutako probabilitate neurria definituko dugu.

2.2.3 Definizioa. X-k induzitutako probabilitatea P o X' aplikazioa da, hau da, A’ C
Q' bada,
PoX HA)=P(X 1A))

Oinarrizko probabilitateko emaitzen arabera, X zorizko aldagaia denean, P o X!
probabilitate neurria dela. Orain, kasu orokor batean gaude ((€¥', B’) ez du zertan (R, 3)
izan), baino hala ere frogatu daiteke P o X! probabilitate neurria dela. Hemendik
aurrera, hurrengo notazioa erabiliko dugu: A’ C Q' bada, P(X~1(A)) = P(X € A').

Neurgarritasunak garrantzia handia du teoria honetan. Izan ere, P probabilitate
neurria da eta beraz, probabilitateak esleitzen dio B-ko edozein elementuri. X neurgarria
denez, VB’ € B', X~Y(B') € B eta beraz, probabilitateak esleitzen ditu P-k.

2.2.1 Adibidea. Dadoa bi aldiz jaurtitzean datzan esperimentua kontuan hartu. X
lortutako balioen batura izango da. Deskribatu Q eta Q. Kalkulatu X1 ({4}) eta
X~1({2,3}).

Ohartu Q = {(4,7) : 1 <i,j <6} eta Q ={2,3,4,...,11,12}. Gainera X((i,7)) =
i+ j dugu kasu honetan.

X1({4}) eta X71({2,3}) kalkulatuko ditugu:

X4 = fw e Qi+ =4} = {(2,2),(1,3),(3,1)}
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X1{2,3)={weQ:i+j=2ecdoi+j=3={(1,1),(1,2),(2,1)}

Esan bezala, neurgarritasun propietateak diona zera da: B’-ko edozein multzori al-
derantzizko aplikazioa aplikatuz lortutakoa B o-aljebrako elementua izan behar da. Egia
da hori egiaztatzea zaila izan daitekela zenbait kasutan. Esate baterako, zorizko alda-
gaien kasuan boreldar elementu guztietarako egiaztatu behar da propietate hori betetzen
dela. Horregatik B’ o-aljebrari buruzko informazioa dugunean, baldintza errazago bat
egiaztatzearekin nahikoa dela azalduko dugu jarraian.

2.2.1 Proposizioa. Suposatu (Q, B) eta (Y, B') espazio neurgarriak direla eta X : Q —
Q' dela. Suposatu C' existitzen dela non o(C') = B'. Orduan, X aplikazio neurgarria da
ondokoa betetzen bada:

xXchcnB

Frogapena. Suposatu X ~(C') C B, B o-aljebra izanik. Orduan, o-aljebrarik txikiena-
ren definizioagatik,
o(X7YCh) cB.

Beraz, o(C') = B’ denez, X }(B') = X~1(0(C")). Horrela, 2.1.2 Proposizioa erabiliz,
X~ o(C) = o(XYC)) dugu eta, beraz, X }(B') = o(X~1(C")) C B dugu, hau da,

neurgarritasunaren definizioa betetzen da. O

Zorizko aldagaien kasuan, (', B') = (R, 8) dugu. Gainera, badakigu C' = {(—o0, ] :
z € R} bada, orduan o(C’) = 8 dugu. Ondorioz, ondoko emaitza dugu:

2.2.1 Korolarioa. X : Q — R aplikazioa zorizko aldagaia da ondokoa betetzen bada
XY(~o0,z]) € B,Vz € R,
edo beste modu batean esanda
(X <z)eB,VzreR.

Ohartu hau dela oinarrizko probabilitateetako liburuetan agertzen den irizpidea az-
tertzeko X zorizko aldagaia den ala ez. Orain ikusi duguna da hori egiterakoan aztertzen
ari garela X zorizko aldagaia neurgarria den ala ez.

Azken korolario hau erabiliz, ondoko emaitza frogatu ahal dugu:

2.2.2 Proposizioa. Izan bedi {X,, : n € N} zorizko aldagaien familia, non edozein
n-rako X, (Q,B,P) probabilitate espazioan definitutako zorizko aldagaia den. Orduan,

1. min{ Xy, Xo,...} eta max{Xy, Xo,...} zorizko aldagaiak dira.
2. liminf, o X, eta limsup,, .. X, zorizko aldagaiak dira.

3. lim,, 00 X, existitzen bada edozein w-rako (w € Q), orduan lim,_, X, zorizko
aldagaia da.
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Frogapena. X, zorizko aldagaia izateagatik, edozein n-rako, badakigu (X, < z) € B
eta (X, > z) € B edozein x € R-rako.

e max{Xj, Xo,...}. Frogatu nahi dugu (max{Xi, Xs,...} < x) € B ematen dela
edozein x errealerako. Ohartu

(max{Xi, Xo,...} <z)={w € Q:max{X;, Xo,...} <z} = ﬂ{wEQ:Xngx}.
n>1

Horrela, lortu dugu frogatzea nahi genuena, izan ere {w € Q : X,, < z} € B egia
da eta B o-aljebra izateagatik, itxia da ebakidura zenbakigarrietarako.

e min{Xj, X»,...}. Frogatu nahi dugu (min{X;, Xs,...} > z) € B ematen dela
edozein x errealerako. Horrela, ohartu

(min{X1, Xp,...} > 2) = () (X0 > z)

n>1
ematen dela eta, orduan, frogatu dugu nahi duguna.

e liminf. Kalkuluko emaitza hau kontuan hartuta: Vw € 2,

liminf X, (w) = lim inf Xg(w).

n— 00 n—oo k>n

Aurrean ikusi dugunagatik, infy>, X zorizko aldagaia da, beraz, infy>, (X >
x) € B edozein n-rako. Beraz, limitea hartuz ere egia da.

e limsup. Aurreko kasuaren antzeko moduan frogatzen da.

e limitea. Kontuan hartuta, limitea existitzekotan, liminf eta limsup berdina direla
eta biak zorizko aldagaiak direla, limitea ere zorizko aldagaia da.

O]

Bestalde, X : Q@ — R" aplikazio bat zorizko bektorea dela aztertzeko baldintza
azalduko dugu.

2.2.4 Definizioa. X = (X1,...,X,,) : Q — R? aplikazioa zorizko bektorea da ondokoa
betetzen bada

(X1 <x1,...,X, <mp) € BV(r1,29,...,2,) c R2.

2.3 Aplikazioek Sortutako o-aljebra

Demagun (€, B) eta (€, B’) bi espazio neurgarri direla eta X € B/B’ dela (hau da,
neurgarria). Orain, X zorizko aldagai neurgarriak sortutako o-aljebra definituko dugu,
hau da, o(X).
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2.3.1 Definizioa. Aurreko paragrafoko baldintzetan,

o(X)=X"4B).

Badakigu, X~}(B') = {(X € A) : A € B’} dela, beraz, ondoko eran ere definitu
daiteke goikoa:
o(X)={(XeA):AeB}.

Goiko definizioaren arabera, o(X) B'-ren elementuei alderantzizko aplikazioa apli-
katuz lortutako elementuez osatuta dago. Hortaz, X € B/B’ denez, o(X) B-ren elemen-
tuez osatuta dagoela ondorioztatzen dugu. Edo beste modu batean, X aplikazioaren
neurgarritasuna ondoko eran definitu daiteke:

o(X) CB.

Izan ere, o(X) ondoko eratan interpreta daitekela: B-ren barruan dagoen o-aljebrarik
txikiena da X neurgarria egiten duena.

Orain, azpi-o-aljebra zer den azalduko dugu:

2.3.2 Definizioa. Demagun (2, B) espazio neurgarria dela. F o-aljebra bada non
F C B, orduan F B-ren azpi-o-aljebra izango da.

Neurgarritasuna azpi-o-aljebratarako definitu daitekela aurkeztuko dugu orain.

2.3.3 Definizioa. Demagun (2, B) eta (¥, B') espazio neurgarriak direla, X : Q —
aplikazio bat dela eta F B-ren o-aljebra. Horrela, o(X) C F bada, orduan esaten dugu
X € B/F dela (neurgarria da F-rekiko).

Orain, 2.1.2 Proposizioa erabiliz, ondoko emaitza frogatuko dugu.

2.3.1 Proposizioa. Demagun (2, B) eta (', B') espazio neurgarriak direla, X : Q —
Q' aplikazio bat dela eta C' C P(Q) dela non o(C') = B'. Orduan,

o X)=0c({(XeB):Be('})
edo, beste modu batean esanda,

o(X) = o(X7H(C)).

Frogapena.

c({(X € B):BeC(C'})=a(X 1.
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Orain, 2.1.2 Proposizio erabiliz, badakigu o(X~1(C")) = X }(0(C")) egia dela, beraz
c{(X €B):BeC}) =X o(C)).
Orain, o(C') = B’ dela erabiliz,
c({(XeB):Be('})=Xx"YB).
Eta frogapena bukatzen da ohartuz X —}(B') = o(X) 2.3.1 Definizioa dela eta. O]

Emaitza honen ondorioz eta kontuan hartuz 8 = o((—o00,a] : a € R) dela, jarraian
dugun korolarioa lortzen dugu:

2.3.1 Korolarioa. X zorizko aldagaia bada,
o(X)=o({(X <a):a€R}).
Emaitza honen ondorioz, ondoko berdintasuna dugu
X7H(8) = o({(X <a) : a € R)).

2.3.1 Adibidea. Demagun A € B. Hartu X = 14 eta kalkulatu o(X) bi modu ezber-
dinetan.

e Definizioa aplikatuz. o(X) = X~Y(B). Hartu B € B eta X-ren irudia {0,1} denez,
ondoko kasuak ematen dira:
-0,1¢B, X YB)=10
0€cB1¢B, X 1(B)=4
-0¢B1eB, X (B)=A
-0,1eB, X Y(B) =9

Horren ondorioz, o(X) = {0,, A, A} dela frogatu dugu definizioa erabiliz.

o Aurreko korolarioa erabiliz. o(X) = o({(X < a) : a € R}). Ondoko kasuak
aztertuko ditugu:
—a<0 bada, (X <a)=10
—a>1bada, (X <a)=Q

—a€]0,1) bada, (X <a)=A

Ondorioz, o(X) = o({(X <a):a € R}) =a({0,Q,A}) = {0,Q, 4, A}.
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2.4 Independentzia

Suposatu (2, B,P) probabilitate espazioa dela. Bi gertaeren eta gertaera kopuru infini-
toen independentzia gogoratuz hasiko gara:

2.4.1 Definizioa. Suposatu A, B € B direla. Orduan, A eta B independienteak dira
P(ANB) = P(A)P(B) bada.

2.4.2 Definizioa. Suposatu A; € B, i =1,...,n direla. Gertaera hauek
o binaka independienteak dira P(A; N Aj) = P(A;)P(A;) bada, Vi # j.
o clkar-independienteak dira ondokoa betetzea bada
P (ﬂAZ) =[P, vIic{1,....n}
el el

Argi dago elkar-independienteak diren gertaerak binaka indendienteak direla, baina
kontrakoa ez dela beti betetzen.

Orain gertaeren-familien independentzia definituko dugu. Lehenengo pausua gertaera-
familia kopurua finitua aztertzean datza.

2.4.3 Definizioa. Suposatu C; C B, i = 1,...,n gertaera-familiok direla. C; gertaera-
klaseak independienteak dira, edozein A+, ..., A,-rako, non A; € C;, i = 1,...,n izanik,
Ayq,..., A, gertaerak elkar-independienteak badira.

2.4.1 Adibidea. Demagun (2, B,P) probabilitate espazioa dela eta A € B. Hartu C; =
{0,9Q} eta Co = {0,9Q, A, A}. Azalduko dugu Cy eta Co gertaera-klaseak independienteak
direla. Horretarako, hartu VB € Cy eta

e P(0NB)=P(0) =0 eta P(O)P(B) =0
e B(QN B) = B(B) eta P(Q)P(B) = P(B)

Aurreko adibidean ikusi dugu modu sinplean aztertu daitekela bi gertaeren-familien
independentzia. Hala ere, orokorrean goiko metodoa (hau da, definizioa erabiltzea)
ezin da erabili, eragiketa kopuru erraldoiak egin behar direlako askotan. Horregatik,
gertaeren-familien independentzia aztertzeko modu alternatiboak azalduko ditugu. Ja-
rraian aurkeztuko ditugun emaitzak o-aljebren independentzia aztertzeko balio du.

2.4.1 Proposizioa (Oinarrizko Irizpidea). Demagun (2, B,P) probabilitate espazioa

dela eta C; gertaera-familia ez-hutsa dela, i = 1,...,n izanik, non ondokoak betetzen
diren:
o C; w-sistema da, i =1,...,n izanik,

e Cyq,...,C, independienteak dira.
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Orduan, o(Cy),...,0(Cy) independienteak dira.

Orain, gertaera-familia kopuru finitotik edozein gertaeren-familien independentzia
aztertuko dugu. Suposatuko dugu 7" edozein multzo dela (zenbakigarria edo ez).

2.4.4 Definizioa. Suposatu {C; : t € T} dela, non C; C P(Q). Orduan, {Ci,t € T}
independienteak dira, edozein I finiturako non I C T, {C;,t € I} independienteak badira.

Goiko definizioaren eta Oinarrizko Irizpidearen ondorioz, ondoko emaitza lortzen da.

2.4.1 Korolarioa. Demagun {C; : t € T} w-sistemak eta elkar-independienteak direla.
Orduan, {o(C;) : t € T'} independienteak dira.

Orain, zorizko aldagaien independentzia definituko dugu.

2.4.5 Definizioa. Demagun (2, B,P) probabilitate espazioa dela. Orduan, {X;,t € T}
zorizko aldagaien familia independientea da {o(X;),t € T} o-aljebra independienteak
badira.

2.4.2 Adibidea. A;, Ay € B independienteak badira, 14,,14, independienteak direla
frogatu

Gogoratu oinarrizko probabilitateko liburuetan zorizko aldagaien independentzia
beste modu batean definitzen direla: zorizko aldagai diskretuetan baterako probabi-
litate legea eta marginalak berdinak izan behar dira, aldiz zorizko aldagai jarraituetan
baterako dentsitate funtzioa eta marginalak berdinak izan behar dira. Liburu hone-
tan ikuspuntu orokor batetik aztertuko ditugu zorizko aldagaiak (gehienetan ez dugu
bereiziko zorizko aldagai diskretu eta jarraituen artean).

Oinarrizko irizpidearen ondorioz, ondoko emaitza dugu.

2.4.2 Proposizioa. Demagun X1, ..., X, zorizko aldagaiak direla. Orduan,

P (ﬂ(X,» < xi)) =[[P(Xi <), VI C{1,...,n},Vay,...,2n €R  (2.1)

il il
ematen bada, orduan Xq,...,X, indendienteak dira.

Frogapena. Hartu C; = Xt_l((—oo,x],x € R), t = 1,2,...,n. Lehenengo, frogatuko
dugu C; m-sistema dela: Vz,y € R

Xi H(=o00,2]) N X (—00,9]) = X{ ' (o0, min(z, )]).

Gainera, (2.1) ekuazioak dioenaren arabera, Ci,...,C, independienteak dira. Beraz,
oinarrizko irizpidearen ondorioz, o(Cy),...,0(C,) independienteak dira. Gainera, C;-
ren definizioz eta Proposizio (2.3.1)-aren emaitzagatik, ondoko berdintzak ematen dira

edozein t-rako:
o(Cy) = o(X; (00, 2]) = o(Xy)
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Ondorioz, 0(X1),...,0(X,) independienteak dira eta, 2.4.5 Definizioagatik, Xi,..., X,
independienteak dira. O

Ohartuko gara oinarrizko probabilitateko liburuetan zorizko aldagaiak independien-
teak dira jakiteko (2.1)-ren baliokidea den baldintza egiaztatzen da; izan ere, 1.2.5 Pro-
posiziotik lortutako ondorioagatik, banaketa funtzioak guztiz definitzen du probabilitate
banaketa.

2.5 Borel-Cantelli-ren Lemak

Atal honetan, Borel-Cantelli-ren Lemak frogatuko ditugu. Hauek, lim sup A,-ren pro-
babilitateari buruzko informazioa ematen dute. Has gaitezen lehenengoarekin.

2.5.1 Proposizioa (Borel-Cantelli-ren Lehenengo Lema). Demagun (2, B,P)
probabilitate espazioa dela eta {A,,n > 1} gertaera-familia dela. Orduan, Y .7 P(Ay) <
oo bada, orduan

P(limsup A4,,) = 0.

n—oo

Frogapena. Demagun {A,,n > 1}, non A; € B den, i = 1,...,n. Badakigu U2 Ay |
dela eta lim sup-en definizioa erabiliz,

n—00 n—r00

P(limsup 4,,) = lim P (U Ak> .

k=n

Orain, probabilitate neurriaren azpi batukotasunaren zenbakigarriaren propietatea-
gatik, badakigu edozein n-rako P ((;,, An) <> re,, P (Aj). Beraz,

Jm ¥ (U An) < Jim > P(4).
k=n k=n
Orain, limy 00 Y5y P(Ag) < oo denez, badakigu limy, 00 Y 5o, P (Ax) = 0 dela. Be-
raz, frogatu dugu nahi genuena. O

Orain, pentsa genezake goiko emaitzaren kontrakoa ere egia dela. Hau da, {A,,n >
1} gertaera-familia batek Y7 | P(A,) = oo betetzen badu, orduan P(limsup,,_,,, A,) =
1 dela. Honen kontradibidea aurkeztuko dugu orain.

2.5.1 Adibidea. Demagun Q = (0,1) dugula eta {A,,n > 1} gertaera-familia de-
la non A, = (0,1/n). Lebesgue-ren neurria hartuko dugu. Horrela, Y 7 P(A,) =
Youli1l/n = oo dugu. Bestalde, erraz ikusten da A, | ematen dela eta, ondorioz,

limsup,, oo An = N2 A, = 0. Beraz, P(limsup,,_, A,) = 0.

Hurrengo emaitza Borel-Cantelli-ren Bigarren Lema deitzen da eta esaten duena zera
da: Borel-Cantelli-ren Lehenengo Lemaren kontrakoa egia da independentzia edukiz
gero.
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2.5.2 Proposizioa (Borel-Cantelli-ren Bigarren Lema). Demagun (2, B,P) pro-
babilitate espazioa dela eta {A,,n > 1} elkar-independienteak diren gertaera-familia
dela. Orduan, Y 7 | P(Ay) = oo bada, orduan

P(limsup 4,,) = 1.

n—oo

Frogapena. Badakigu limsup,, . A, = liminf, .. 4, egia dela. Beraz, frogatuko dugu
P(liminf, yoo A,) = 0 dela {A,,n > 1} elkar-independienteak diren gertaera-familia
denean.

Orain, lim inf-en definizioa eta menAk ez beherakorra dela erabiliz, ondoko berdin-
tza lortzen dugu:

P(liminf A,) = lim P | () 4,

n—+00 n—00
k>n

Beraz, emaitza frogatutzat joko dugu edozein n-rako P(Ng>,Ax) = 0 egia dela frogatuz
gero. Hau da, orain frogatuko duguna alegia.

[ee] oo n+m n+m
(38)-+ (A7) 22r(4)
k=n m=1 k=n k=n

bigarren berdintza egiazkoa izanik ﬂ’,;‘;’:lffk D ﬂz;’?ﬂffk egia delako. Orain, indepen-
dentzia dela eta, P probabilitate-neurria izateagatik, ondoko berdintzak ditugu:

n+m B n+m _ n+m
P14 - T et - T o -peaon.
k=n k=n k=n

Orain, 1 — z < e™% ezberdintza aplikatuz, ondokoa dugu:

n+m n+m

[T a-Prap) < JJ e T
k=n k=n
Ondorioz, gure emaitza frogatuta dago Ziff e PAk) — 0 egia bada, m — oo

ematen denean. Horretarako, > > | P(A4,) = oo egia denez, Y oo P(A) = co ematen
dela erabiliko dugu.

n+m .
lim H e P(AR) — 1im e~ 2ken P(AK) — o= — .
=n

O]

Borel-Cantelli-ren Lemen ondorioz, Borel-en Zero-Bat Legea lortzen dugu, hau da:
{A,,n > 1} elkar-independienteak diren gertaera-familia bada,
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e > P(A,) < oo bada, orduan P(limsup,,_,,, A,) = 0.

e > >  P(A,) = oo bada, orduan P(limsup,,_,., A,) = 1.

2.6 Frogapenak
2.6.1 2.1.2 Proposizioaren frogapena
Frogapena bi pausutan egingo dugu:
e Lehenik, o(X~1(C")) ¢ X }(o(C")) frogatuko dugu. Badakigu C' C o(C’) egia
dela eta, beraz,
XY ={x"YC") : XY eldYc{xHC) : XN e a(C)}
= X"H(a(C")).

Horrela, X ~1(C") € X~!(o(C’)) ematen dela frogatu dugu. Gainera, 2.1.1 Propo-
sizioko emaitzagatik, badakigu X ~!(c(C’)) o-aljebra dela eta, ondorioz,

o(X7HC)) c X (a(C)).
e Orain, (X 1(C")) D X~ !(o(C")) frogatuko dugu. Definitu
F' ={B' eP@): X YB) ca(X1C))}.
F' o-aljebra da (beherago frogatuko dugu). Ohartu
X NF)={X"Y(B"):B eF}={X"!(B): B ea(X (B},

beraz X Y(F') € (X Y(B')). Gainera, o-aljebrarik txikienaren definizioz, ba-
dakigu X~1(C") € o(X~1(C")) eta, F'-ren definizioagatik, lortzen dugu C' C F'.
Bestalde, F’ o-aljebra denez (ikusi beherago), ondokoa egia da: ¢(C’) C F'. On-
dorioz,

X o@)={XHC"):C'" eo(C)y c{XC):C" e F)} = X"1F).

Aurreko guztiaren ondorioz, X 1(o(C’)) € X 1(F') C o(X1(C’)) eta frogatu
dugu nahi genuena.

2.6.1 Lema. F' o-aljebra da.

Frogapena. Frogatuko dugu F’ itxia dela kontrakotasunerako, bildura zenbakigarrirako
eta ebakidura zenbakigarrirako.

e Kontrakotasuna. Frogatu nahi dugu A’ € F’ bada, orduan A’ € F’. Horrela,
A’ € F' izateagatik, F'-ren definizioz, X ~1(A’) € o(X~1(C)) egia dela. Gainera,
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o(X~HC") o-aljebra izateagatik, X—1(A") € o(X~1(C’)) betetzen da eta, alde-

rantzizko aplikazioen propietateengatik, X ~}(A4’) = X ~1(4’) betetzen da, beraz
XY(A") € ¢(X1(C')). Horren ondorioz, A’ € F’ ematen dela lortu dugu.

e Bildura zenbakigarria. Frogatu nahi dugu A/, € F’ bada edozein n-rako, orduan
Un>1A! € F' ematen dela. Lehenik, A/ € F’ izateagatik, orduan X 1(A) €
o(X~1(C")) ematen da edozein n-rako. Horrela, o(X ~1(C")) o-aljebra izateagatik,
ondokoa ematen da:

U x4 e o(x71(C)).

n>1
Alderantzizko aplikazioen propietateengatik, |, ~; X 1(4}) = X 1 (Up>14),) ema-
ten dela badakigu. Beraz, lortu dugu -

x4 | eox ey,

n>1

eta honen ondorioz, (J,5, 47, € F' egia da.

e Ebakidura zenbakigarria. Aurreko kasuaren antzeko moduan frogatzen da.

2.6.2 Oinarrizko Irizpidearen frogapena

Izan bedi 4; € C;, 1 = 1,2,.... Frogatuko dugu o(Cy),Ca, ..., C, independienteak direla.
Finkatu Ay € Coy, A3 € Cs,..., A, € C, eta definitu

L1 ={A€B: A Ay,..., A, elkar-independienteak diren}.

C1,Co,...,C, independienteak izateagatik, C; € £;. Orain, £1 A-sistema da (behean
frogatuko dugu) eta, orduan, C; m-sistema denez, Dynkin-en Teoremagatik, o(Cy) C L4
betetzen da. Horregatik, o(Cy),Ca, ..., C, independienteak dira.

Frogapena indukzioz bukatuko dugu. Suposatuko dugu existitzen delai € {2,...,n}
non o(Cy),...,0(Ci-1),Ci,Cit1,...,Cy, independienteak diren eta frogatuko dugu o(Cy),
..., 0(Ci=1),0(C;), Ciy, - . . ,Cy independienteak direla. Horretarako, finkatu B; € o(A;)
Vj <ieta Aj € C; Vj > i eta definitu

Li={AeB:By,...,Bi—1,A Ai11,..., A, elkar-independienteak diren }.

Hipotesi induktiboagatik, badakigu C; C L; ematen dela. Gainera, C; m-sistema
da. Beraz, £; \-sistema izateagatik (beheko lemaren antzeko moduan frogatzen da L;
A-sistema dela), Dynkin-en Teoremagatik, o(C;) C L; betetzen da eta, horrela, frogatu
dugu nahi genuena.

2.6.2 Lema. £ \-sistema da.
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Frogapena. Postulatu berriak betetzen dituela frogatuko dugu. Hartu I C {2,...,n}.

e ) € L1 ematen dela aurkeztuko dugu. Lehenengo, 2 € B egia da, B o-aljebra
delako. Bestalde, frogatuko dugu P(2N(NierA4;)) = P(Q)P (N;ierAi). Alde batetik,
QN(NierA;) = (Nier A;) betetzen da eta, horregatik, P(QN(N;erA;)) = P (NierA;) .
Eta frogapena bukatu da ohartuz P(2) = 1 ematen dela, P probabilitate-neurria
izateagatik.

e Frogatuko dugu A € £; bada, orduan A € £; ematen dela. Lehenengo, A € B, B
o-aljebra izateagatik. Bestalde, A € £ egia izateagatik, badakigu

P <A n (ﬂ A)) = P(4) [T (),
iel el
eta frogatu nahi duguna da
P (A N (ﬂ Ai> ) =P(4) [ P(4).
el i€l

Horrela,

(10(02))=#((02) )04 (0 (02)

Badakigu A, Ao, ..., A, elkar-independienteak direla, orduan

P (ﬂ Ai> —P <A N <ﬂ Ai)> = [[P4) — P []P(4) =P(A) [ P(4)).

i€l i€l el i€l i€l

e Frogatuko dugu B,, € £; betetzen denean edozein n-rako non B; N B; = () Vi # j,
orduan U,>1B, € £ ematen dela. Lehenik, U,>15, € B betetzen dela ikusten
da; izan ere, B, € B ematen da eta B o-aljebra da. Ondoren, frogatuko dugu
ondoko propietatea betetzen dela:

P| | Bn ﬂ(ﬂAZ) =P | JBn| [P

n>1 i€l n>1 iel

Horrela,
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Bateraezinak direnez eta [P probabilitate neurria izateagatik,

(Uln(04)) -2 (=n(02))

Eta B,, € L1 denez, orduan

P (Bn N (ﬂ Ai>> = P(B,)P (ﬂ Ai> .
el il
Horrela,

>p (Bn N (ﬂ AZ-)) => P(B,)P (ﬂ AZ») =P (ﬂ A,») > P(B.).

n>1 iel n>1 i€l i€l n>1
Eta P probabilitate neurria izateagatik, ), <, P(By) = P(Un>1By) eta, horrela,
P (ﬂ AZ») > P(B,) =P (ﬂ Ai> P| B
i€l n>1 i€l n>1

Eta, beraz, frogatu dugu nahi genuena.

2.7 Ariketak

2.7.1 Ariketa. Demagun (2, B) espazio neurgarria dela. Frogatu 14 € B/S baldin eta
soulik baldin A € B.

2.7.2 Ariketa. Suposatu X : Q — R, X-ren irudia, R, multzo zenbakigarria izanik.
Frogatu X € B/S baldin eta soilik baldin

X '({z})€B, VzeR.

2.7.3 Ariketa. Demagun (R,B) espazio neurgarria dela. Frogatu B C B baldin eta
soilik baldin edozein funtzio erreala eta jarraitua B/ neurgarria da.

2.7.4 Ariketa. Frogatu X zorizko aldagaia berarekin independientea dela baldin eta
soilik baldin existitzen bada ¢ non P(X =c¢) = 1.

2.7.5 Ariketa. Izan bedi {Xy,k > 1} independienteak eta Ber(p) banaketa jarraitzen
duten zorizko aldagaien familia. Zein da probabilitatea 101 patroia infinitu aldiz ager-
tzeko?
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Antzeko moduan, suposatu { Xy, k > 1} independienteak direla, baina zoriz idatzitako
hizkiez osatuta dagoela. Zein da probabilitatea JOSU patroia infinitu aldiz agertzeko?
Eta ENARAENEKO ‘infinitu aldiz agertzeko?

2.7.6 Ariketa. Adibide bat aurkitu non bi zorizko aldagai probabilitate neurri batentzat
independienteak diren, baino beste probabilitate neurri batentzat ez.

2.7.7 Ariketa. Demagun X1 eta Xo zorizko aldagai independienteak direla eta -1 eta
1 balioak baino ez dituzte hartzen probabilitate berdinarekin. FEsan daiteke X1, Xs eta
X1 X5 binaka independienteak direla? Eta elkar-independienteak?

2.7.8 Ariketa. Demagun B, Ay, As, ... gertaerak direla. Frogatu .- P(A,NB) < oo
bada, orduan
P(limsup A,,) <1 —P(B).

n—o0

2.7.9 Ariketa. Izan bedi {X,, : n > 1} zorizko aldagai independienteen segida, non
X, ~Unif(1,2,...,n), n=1,2,.... Zein da probabilitatea (X,, = 1) gertaera infinitu
aldiz emateko?

2.7.10 Ariketa. Demagun Xi,...,X, aplikazioak direla, non X; : @ — R den eta
(Q,B) espazio neurgarrian definituta dauden, edozein i-rako.

(a) Frogatu X1,...,X, zorizko aldagaiak direla baldin eta soilik baldin (Xi,...,Xy)
zorizko bektorea da, hau da,

Vi=1,...,n, X; € B/ <— (X1,...,X,) € B/p".

(b) Frogatu X1, ..., X, zorizko aldagaiak badira, orduan

o(X1,...,Xpn)=0 <U O’(Xi)) .
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[txaropena

Atal honetan, itxaropen matematikoa (edo itxaropena) ikasiko dugu. Horretarako, ez
badugu kontrakorik esaten, suposatuko dugu aztertuko ditugun aplikazioak (€, B,P)
probabilitate espazioan definituta daudela. Zorizko aldagaiak aztertuko ditugunean,
X : (2,B) — (R,3) izango dugu, hau da, X € B/f. Aldiz, aplikazioak aztertuko
ditugunean, X : (,B) — (@, B') izango dugu, alegia, X € B/B'.

3.1 Definizioa

Demagun X aplikazio bat dela. Horrela, X-ren itxaropena da haren Lebesgue-ren
integrala P probabilitate neurria kontuan hartuta, alegia

E[X] = /Q XdP.

3.1.1 Zorizko Aldagai Sinpleak

Has gaitezen zorizko aldagai sinpleetako itxaropenarekin. X zorizko aldagai sinplea dela
esango dugu haren irudia finitua bada. Horrela, edozein zorizko aldaia sinple ondoko
eran definitu daiteke: Yw € §,

k
X(w) = Z aila, (w)v
=1

non a; € R, i = 1,...,k eta Ay,..., A Q-ren partiketa den. Ondoko adierazpena
neurri-teoriako emaitza ezaguna da eta zorizko aldagai sinpleen Lebesgue-ren integrala
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adierazten du.
3.1.1 Definizioa (Zorizko aldagai sinpleen itxaropena). X sinplea bada,
E[X] =) aP(4).
i=1k
Zenbait adibide azalduko ditugu orain.

3.1.1 Adibidea (Funtzio adierazlea). Demagun A € B dela. Orduan, X =14 bada,

EX] =0 P(X =0)+1-P(X =1) =P(X = 1) = P(A).

3.1.2 Adibidea (Binomiala). Demagun A1, Ao, ..., A, € B eta elkar-independienteak
direla. Suposatu P(A;) = p, i =1,...,n. Orain, X = 14, + -+ + 14, kontsideratuko
dugu (hau da, binomiala da). Beraz, Irudi(X) = {0,...,n}, hau da, zorizko aldagai
sinplea da. Horrela,

EX]=0-P(X=0)+1-P(X=1)4---+n-P(X =n)

k=0
= ék(@pk(l —p)" "
= ék@)p’“(l —p)" "

Orain, zorizko aldagai sinpleen Lebesgue-ren integralaren propietate batzuk adiera-
ziko ditugu. Haien frogapenak neurri-teoriako liburuetan aurkitu daitezke.

1. Lineala: X eta Y zorizko aldagai sinpleak badira, E[aX + bY| = aE[X] + bE[Y],
edozein a eta b errealetarako.
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2. Ez-negatiboa: X zorizko aldagai ez-negatiboa bada (hau da, Yw € Q, X(w) >
0), E[X] > 0.

3. Monotonia: X eta Y zorizko aldagai sinpleak badira non X < Y (hau da,
Vo € Q, X(w) < Y (), E[X] < E[Y],

3.1.1 Oharra. [ltraropena eragiketa lineala dela ikusi dugu X zorizko aldagai sinplea
bada. Hori erabiliz, 3.1.2 Adibideko emaitza oso erraz lortzen da:

n

n n
3.1.1 Adibid
E[X] =E[la, + - +1a,] = > E[la)] =TEENTP(A) =D p=np.
=1 =1 =1

3.1.2 Zorizko Aldagai Ez-negatiboak

Has gaitezen neurri-teoriako ondoko emaitza gogoratzen.

3.1.1 Proposizioa. X zorizko aldagai ez-negatiboa bada (hau da, Irudi(X)C [0, 0]
bada), orduan existitzen da zorizko aldagai sinpleen segida {X,, : n € N} non 0 < X, 1
X den.

Goiko emaitza kontuan hartuta, zorizko aldagai ez-negatiboen itxaropena ondoko
eran definitu ahal dugu.

3.1.2 Definizioa (Zorizko aldagai ez-negatiboen itxaropena). X ez-negatiboa
bada,
E[X] = lim E[X,],

n—oo

non {X,, : n € N} zorizko aldagai sinpleen segida den, 0 < X, T X izanik.
Orain, goian definitutakoaren inguruko ondoko oharra aurkeztuko dugu:

3.1.2 Oharra. X; < X, < ... denez, orduan E[X1] < E[X3] < ... ematen da. Honek
esan nahi du {E[X,] : n € N} balio errealen segida ez-beherakorra dela eta, beraz, limitea
duela (finitua edo infinitua izan dateke). Gainera, limitearen balioa ez da {X,, : n € N}

segidaren araberakoa.

Neurri-teoriako emaitzen arabera, zorizko aldagai sinpleetan betetzen diren propie-
tateak (linealtasuna, monotonia eta ez-negatibotasun) zorizko aldagai ez-negatiboen
itxaropenak ere betetzen ditu. Gainera, beste propietate hauek ere betetzen direla
badakigu (detaileak neurri-teoriako liburuetan ikusi daitezke):

4. Fatou-ren Lema: E[liminf, . X,] < liminf, . E[X,]

5. Konbergentzia Monotonoaren Teorema: X, 1T X bada, orduan E[X,] 1
E[X].

6. Ia-ziurrenik zero: E[X]| = 0 bada, orduan X = 0 ia-ziurrenik, hau da, P(X =
0) = 1. Edo beste modu batean esanda, X-k ezberdin zero balioa hartzen badu,
X-k balio hori hartzeko probabilitatea zero da (edo zero neurria du balio horrek).
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3.1.3 Zorizko Aldagai Errealak

Lehendabizi, zorizko aldagai baten zati positiboa eta negatiboa definituko ditugu.

3.1.3 Definizioa. Izan bedi X zorizko aldagai erreala. Orduan, X+ X -ren zati positiboa
da eta X~ zati negatiboa. Hau da, edozein w € Q-rako,

eta

X+ ) = {0, X(w) 20,
~X(w), X(w)<o.

Ohartu X eta X~ zorizko aldagai ez-negatiboak direla. Hortaz, lehen azalduta-
koaren arabera, haien itxaropena beti existitzen da. Gainera, ondoko adierazpenak
egiazkoak direla erraz frogatu daitezke:

X=X"-X", X|=XT+X". (3.1)
Horrela, zorizko aldagai errealen itxaropena definituko dugu.

3.1.4 Definizioa (Zorizko aldagai errealen itxaropena). X erreala dela suposatu.
Horrela:

e E[XT] edo E[X ]| finituak badira, orduan
E[X]=E[XT] - E[X].

Gainera, E[X1] < 0o eta E[X | < oo badira, orduan E[X] € R eta X integraga-
rria dela esaten dugu.

o E[X1] =E[X™] = 0 bada, orduan E[X] ez dago definituta.

Goiko emaitzaren arabera, X zorizko aldagai integragarria da E[XT] < oo eta
E[X~] < oo badira. Orain, beste baldintza batean zentratuko gara.

3.1.2 Proposizioa. X integragarria da baldin eta soilik baldin E[|X|] < co.

Frogapena. Lehenik, suposatuko dugu X integragarria dela eta frogatuko dugu E[| X|] <
oo betetzen dela. Badakigu | X| = X+ X~ eta X eta X~ ez-negatiboak izateagatik,
itxaropenerako linealitatea betetzen dela, hau da,

E[X||=EX"+ X ]=E[XT]+E[X].

Eta, X integragarria denez, badakigu E[X*] eta E[X ] finituak direla. Ondorioz,
E[|X|] < oo betetzen da.
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Orain, kontrako inplikazioa frogatuko dugu. Ohartu, |X|= X + X~ denez, |X| >
X% eta |X| > X~ ematen dela. Horrela,

e |X| eta XT ez-negatiboak direnez, E[|X|] > E[X "] eta, E[|X|] < oo suposatzen
ari garenez, E[X 1] < oo frogatu dugu.

e | X| eta X~ ez-negatiboak direnez, E[|X|] > E[X | eta, E[|X|] < oo suposatzen
ari garenez, E[X ] < oo frogatu dugu.

Ondorioz, X integragarria da E[X | < oo eta E[XT] < co betetzen direlako. O

Integragarriak diren zorizko aldagaiak linealitate eta monotonia propietateak bete-
tzen dituzte. Gainera, ondokoa ere betetzen dela frogatuko dugu:

[E[X]] < E[IX]].

Propietate hau frogatuko dugu X eta X~ ez-negatiboak direla erabiliz (eta beraz
itxaropenak linealitate propietatea betetzen du), baita ezberdintza triangeluarra ere:

E[X]| = [E[XT — X7]| = [E[X ] - E[X ]| <E[X ]+ E[X "] = E[X " + X~] = E[| X[].
Goiko adierazpenerako ere erabili dugu (3.1).

3.1.4 Zorizko Aldagai Konplexuak
Zorizko aldagai konplexua definituko dugu jarraian.
3.1.5 Definizioa. Zorizko aldagai konplezua Z : ) — C aplikazio neurgarri bat da.

Hortaz, Z = X 4 iY izango da, X eta Y zorizko aldagai errealak izanik, hau da,
bi dimentsioko zorizko bektorea da (X,Y), X izanik zati erreala eta Y zati irudikaria.
Zorizko aldagai konplexuen integragarritasuna eta itxaropena definituko ditugu.

3.1.6 Definizioa. Z zorizko aldagai konplexua integragarria da X eta 'Y integragarriak
badira. Horrela, Z integragarria bada, ondoko eran definituko dugu bere itraropena:

E[Z] = E[X] +E[Y].

Orain, zorizko aldagai konplexuen integragarritasuna karakterizatuko dugu.

3.1.3 Proposizioa. Demagun Z zorizko aldagai konplezua dela. Orduan Z integraga-
rria da baldin eta soilik baldin E[|Z|] < oo.

Frogapena. Lehenik, Z integragarria dela suposatuko dugu eta frogatuko dugu E[|Z|] <
00. Z integragarria izateagatik, E[|X|] < oo eta E[|Y|] < oo egia da. Gainera, |Z| =
| X 4+ iY| < |X|+ |Y| betetzen da eta, ez-negatiboak izateagatik,

E[|Z]] < E[IX]] + E[[Y]],
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eta horrela, E[|Z|] < oo dela frogatu dugu.

Orain, kontrako inplikazioa frogatuko dugu. Suposatu E[|Z|] < oo eta frogatuko du-
gu Z integragarria dela. Lehenik, E[|X|] < oo eta E[|Y|] < oo betetzen direla frogatuko
dugu.

e | X| < |Z] eta ez-negatiboak izateagatik, E[|Z|] > E[|X]|]. Horrela, E[|Z]|] < oo
izategatik, E[| X|] < oo betetzen dela frogatu dugu.

e |Y| < |Z] eta ez-negatiboak izateagatik, E[|Z|] > E[|Y]|]. Horrela, E[|Z|] < oo
izategatik, E[|Y|] < co betetzen dela frogatu dugu.

Aurrekoaren ondorioz, X eta Y integragarriak direla ondorioztatzen dugu eta, horrega-
tik, Z integragarria dela frogatu dugu. O

Atal honetan, aurreko atalean ikusitakoa orokortzen ari gara (izan ere, balio erreal
bat zati irudikariaren balioa zero duen zenbaki konplexu bat da).

3.2 Ezaugarri Nagusiak

Orain, itxaropenaren ezaugarri nagusiak ikasiko ditugu. Emaitza hauek hurrengo ka-
pituluetan erabilgarriak izango dira. Hala ere, emaitza hauen frogapenak ez ditugu
aurkeztuko; izan ere, neurri-teoriako edo aurreko ataletan agertutako frogapenak dira.
Aurreko ataletan bezala, zorizko aldagaiak (€2, B,P) probabilitate espazioan definituta
daudela kontsideratuko dugu.

e X ~ k bada, orduan E[X] =k

e A € B bada, orduan E[14] = P(A)

X sinplea bada, orduan X integragarria da

e X ez-negatiboa bada, orduan E[X] beti existitzen da (eta [0, o0] tarte itxiko ba-
lioak har ditzake)

Z zorizko aldagai konplexu integragarria da baldin eta soilik baldin E[|Z|] < oc.

Z zorizko aldagai konplexua bada, E[Z] = 0 bada, orduan Z = 0 da ia-ziurrenik.

X eta Y ez-negatiboak badira, orduan E[X + Y| = E[X]| 4+ E[Y].
7y eta Zy zorizko aldagai konplexu integragarriak badira, orduan E[Z] 4+ Z3] =
E[Z,] + E[Zs].

e X ez-negatiboa eta ¢ € R badira, orduan E[cX] = cE[X].
Z zorizko aldagai konplexu integragarria eta ¢ € C badira, orduan E[cZ] = cE[Z].

Demagun X eta Y ez-negatiboak edo erreal integragarriak direla. Orduan X <Y
bada, orduan E[X] < E[Y].
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e 7 zorizko aldagai konplexu integragarria bada, orduan |E[Z]| < E[|Z]].

e Fatou-ren lema. 7y, 7,,... zorizko aldagai konplexu integragarriak badira, or-
duan
Efliminf|Z,[] < liminf E[|Z,|].
n—oo

n—oo

e Konbergentzia Monotonoaren Teorema. Demagun X, Xi, Xo,..., zorizko
aldagai ez-negatiboak direla, non X, 1 X den. Orduan, E[X] = lim,,,o E[X},].

o Konbergentzia Menderatuaren Teorema. Demagun Z, 7y, Zs,..., zorizko
aldagai konplexu integragarriak direla, non Z,, 1 Z den. Existitzen bada U zorizko
aldagai ez-negatibo integragarria non |Z,,| < U den, orduan E[Z] = lim,,_,~ E[Z,,].

e Aldagai Aldaketaren Teorema. Demagun (2, B,P) eta (', B/, ') bi probabi-
litate espazio direla eta X : (Q,B) — (€, B’) aplikazio neurgarria dela. Gainera,
h zorizko aldagaia konplexua da (€', B’) espazio neurgarrian definitutakoa. Hau

da,
/h(X) dP:/ h dP’.
Q /

Azken emaitza honetatik, oinarrizko probabilitateko liburuetan agertutako itxaro-
penaren adierazpenak lortzen dira. Hori ikusteko, har dezagun X zorizko aldagai
diskretua dela, haren irudia S izanik. Orduan, ' = S dela kontzideratuko dugu
eta P’ =P o X! dela ere. Horrela,

E[h(X)] = /Q hdP' =Y h(s)P(X = s).

ses

3.2.1 Oharra. Azken emaitza honi, h(X) = X aplikatuz, integragarria den aplikazio
bat lortzen dugu. Hori ikusteko, ]eitX | =1 dela ohartuko gara; izan ere,

52 = cos?(tX) + sin?(tX) = 1.

/|e“X|dP=/dIP>:1<oo.
Q Q

funtzio karakteristikoa dela azalduko dugu.

Beraz,

Hurrengo kapituluan E[e™X]

3.3 Integral Definitugabeak

Orain dela urte asko dakigula, balio errealak ditugunean, integralak definituak eta de-
finitugabeak existitzen direla. Lebesgue-ren integralaren kasuan ere, definituak eta de-
finitugabeak ere existitzen dira.

Izan bedi (2, B,P) probabilitate espazioa eta X ez-negatiboa edo konplexu integra-
garria den zorizko aldagaia dela suposatu (hau da, E[X] existitzen dela suposatu).
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3.3.1 Definizioa. A € B bada, orduan A-ren integral definitugabea ondokoa da:

/XdIP’:E[XlA]:/XlA dP.
A Q

3.3.1 Oharra. Ohartu E[X14] ondo definituta dagoela. Izan ere, X > 0 bada, orduan
X14 ere ez-negatiboa da eta, horregatik, E[X14] existitzen da. Aldiz, X zorizko aldagai
konplexu integragarria bada, orduan X1,4 ere integragarria da; izan ere

[ X1a| = [X[1a] < |X],
eta, ondorioz, X integragarria denez,
E[[X14]] < E[IX]] < o0

Beraz, A € B gertaera bada, [, X dP A-ren integral definitugabea da eta froga

daiteke ondoko propietatea betetzen dela: Aj, Ao, ..., € B eta bateraezinak badira,
/ XdP =Y / X dP. (3.2)
Un>14n n>1

Ondorioz, neurri positiboen ezaugarriak betetzen ditu. Esate baterako: A eta B ger-
taerak badira non A C B, orduan

/XdIP’g/XdIP’.
A B

3.4 Itxaropen Baldintzatua

Demagun (2, B,P) eta (€2, B,Q) probabilitate espazioak direla. Orduan, esan daiteke
Ep| / X dP, Eg[X / X dQ.

Edozein A, B € B-rako, idatziko dugu P4 (B) = P(B|A). Gogoratu P(B|A) = P%a;‘)
ematen dela, P(A) > 0 denean.

3.4.1 Definizioa. X ez-negatiboa edo konplexu integragarria bada (P-rekiko), orduan

P(A) > 0 bada
E[X|A] = EIéXlA = /X dp.

Aurkeztuko dugu X = 1p kasuan, probabilitate baldintzatuaren definizioarekin bat
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datorrela. Izan ere,

BlLsl4) = [ 15 dPa=Pa(B) = P(§<Z>B) - EIE[?ZT] - EI[El[ﬁf]

Probabilitate osoaren teoremaren baliokidea den itxaropen osoaren teorema aurkez-
tuko dugu orain.

3.4.1 Teorema (Itxaropen Osoaren Teorema). Demagun {A, : n € N} Q-ren
partiketa dela eta X ez-negatiboa edo integragarria dela (P-rekiko). Orduan, P(A;) >0

= P(AL)E[X|A,).

n>1

denean, i1 =1,2,...

Frogapena. Q = U,>1A,, denez,

= | X d]P’:/ X dP X dP
/Q Un>14n Z

n>1

Orain, 3.4.1 Definizioa kontuan hartuz,

Z XdIP’ > P(ALE[X|A).

n>1 n>1

Eta kontuan hartuta fAn X dP = E[14] egia dela, frogatu dugu teorema. O

3.4.1 Oharra. X = 1p denean, Itxaropen Osoaren Teoremak Probabilitate Osoaren
Teoremarekin koinziditzen du.

3.5 L, Espazioak eta Ezberdintza Garrantzitsuak

Demagun (2, B,P) probabilitate espazioa dela. Orduan, £ izango da probabilitate es-
pazio horretan definitutako zorizko aldagai konplexuen multzoa. Orain £, espazioak
definituko ditugu.

3.5.1 Definizioa. Izan bedi p > 0, orduan
L,={X e L: E[|X|’] < oo}.

Neurri-teoriatik ezaguna da neurri finituek ondoko propietatea betetzen dutela: 0 <
p < ¢ bada, orduan £, C £, ematen da. Probabilitate neurria neurri finitua denez (hau
da, P(Q2) = 1 < o), orduan propietate hau betetzen du. Holderrren ezberdintzaren
korolario baten ondorioa dela azalduko dugu.

neurri-teoriako kontzeptuekin jarraituz, p,q € [1,00)
zenbaki konjugatuak direla ondokoa betetzen bada: = +

badira, esango dugu p eta ¢
é = 1. Ohartu p > 1 bada,

1
P
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q= p%l > 1 hartu ahal dugula eta, horrela, p eta ¢ konjugatuak dira. Izan ere,

1 1 1 -1
Sp-=4 PPy
p q P p p
Orain, Holder-en ezberdintza aurkeztuko dugu; haren frogapena neurri-teoriako li-

buruetan aurkitu daiteke.

3.5.1 Proposizioa (Holder-en ezberdintza). Demagun p eta q konjugatuak direla
eta U,V € L. Orduan, X )
E[UV]] < (E[U[))» (E[V]T])« .

Goiko emaitzaren ondorioz, ondoko propietatea dugu: U € L, eta V € L, badira
eta p eta g konjugatuak badira, orduan UV € L da.

3.5.1 Oharra. Holder-en ezberdintza edozein neurrirako betetzen da, ez da zertan neu-
rri finitua edo probabilitate neurria izan.

Holder-en ezberdintzaren korolario batzuk aurkeztuko ditugu orain. Lehenengoa
Cauchy-Schwartz-en ezberdintza izango da, non Holder-en ezberdintza p = ¢ = 2 kasuan
aplikatuta lortzen den.

3.5.1 Korolarioa (Cauchy-Schwartz-en ezberdintza). Demagun U,V € L dela.
Orduan,

E[UV] < VE[UPIVE[V]].

Eta Cauchy-Schwartz-en ezberdintzaren ondorioz, ondoko propietatea lortzen dugu:
U,V € L, badira, orduan UV € L da.
Holder-en ezberdintzaren beste korolario bat azalduko dugu orain.

3.5.2 Korolarioa (Lyapunov-en ezberdintza). Izan bedi X € L eta 0 < r < s.
Orduan, ) .
(E[IX]"])r < (E[IX]*])*

Frogapena. Idatziko dugu p = 7 > 1 eta ¢ hautatuko dugu p eta g konjugatuak izateko,
hau da, ¢ = p%l > 1. Orain, U = | X|" eta V = 1 balioetarako, Holder-en ezberdintza

aplikatuko dugu eta horrela

E[X]" 1] < (B[|IXT )7 (BLT)s "= (B X]*])

r
s

1
T

Ondorioz, (E[|X]|"])" < (E[\X\s])% frogatu dugu. O

Lyapunov-en ezberdintzak dioena ondokoa da: 0 < r < s bada, orduan
1

(E[X[])7 < (B[X]])

Beraz, emaitza honen ondoriz, goian aipatutako propietatea betetzen da, hau da, 0 <
r < s bada, orduan L5 C L,.
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Orain, Minkowski-ren ezberdintza aurkeztuko dugu. Frogapena neurri-teoriako li-
buruetan agertzen da.

3.5.2 Proposizioa (Minkowski-ren ezberdintza (edo ezberdintza triangelua-
rra)). Demagun X,Y € L eta p > 1. Orduan,

(E[X +Y[P)r < (B[X[P)7 + B[V )7

Ohartu goiko emaitza edozein neurrirako betetzen dela, hau da, ez da zertan pro-
babilitate neurria (edo neurri finitua) izan. Bestalde, p € (0,1) denean, Minkowski-ren
ezberdintza ez da beti egia.

Hurrengo emaitzak Markov-en ezberdintzak deitzen dira. Emaitza honen frogapena
3.7 atalean ikusi daiteke.

3.5.3 Proposizioa (Markov-en ezberdintzak). Demagun X € L dela.

1. Ve >0 eta¥r >0, P(IX] > ¢) < EXTT,

2. Emistitzen bada k konstante bat non | X| <k, Ve > 0 eta Vr > 0

E[|IX]'] —
P(|X| > €) > M
kT — e

Markov-en lehenengo ezberdintzaren ondorioz, Chebychev-en ezberdintza lortzen

dugu: Ve > 0,
Var[X]

P(X —E[X]| > €) < —

€

Bukatzeko, Jensen-en ezberdintza aurkeztuko dugu.

3.5.4 Proposizioa (Jensen-en ezberdintzak). Demagun X : Q — I, I tarte ireki
bat izanik, eta v : I — R konbexua dela. Horrela, X,¥(X) € Ly badira,

P(E[X]) < E[p(X)].

Frogapena. X-ren irudia multzo finitua dela suposatuz frogatuko dugu emaitza. Ho-
rrela, p; probabilitatearekin x; balioa hartzen duela pentsatuko dugu, : = 1,2,...,n.
Horrela,

E[X] = pixi,
=1

eta beraz,

Y (E[X]) =9 (ZM%) :
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Orain, 1 konbexua izateagatik®,

(G (ZM%) <> pit(i).
i=1 i=1
Eta frogapena bukatu da kontuan hartuz > | p;¢)(X;) = E[¢(X)] dela. O

Ohartu v(x) = x? hartzen badugu, Jensen-en emaitzagatik oinarrizko probabilita-
tean ikusitako ondoko ezberdintza lortzen dugula:

E[X?] > (E[X])*.

3.6 Bariantza eta Kobariantza

Atal honetako zorizko aldagai guztiak probabilitate espazio berdinean egongo dira de-
finituta eta errealak eta integagarriak izango dira, hau da, X2 € L.

Gogoratu X zorizko aldagaiaren bariantza Var[X] = E[(X — E[X]?)] dela. Gainera,
bariantzaren unitateak karratuan adierazten dira eta Var[X] > 0 ematen da. Orain,
bariantzaren zenbait propietate azalduko dugu.

Ondoko emaitzak frogatzen du Var[X] zero denean, X konstantea dela ia ziurrenik,
hau da, existitzen dela k non P(X = k) = 1. Edo beste modu batean esanda, X-
k konstante horrekiko ezberdinak diren balioak hartu ahal ditu, baino balio horiek
hartzeko probabilitatea zero da.

3.6.1 Lema. Var[X] =0 bada, orduan X -k konstante baten balioa du ia ziurrenik.
Frogapena.

Var[X] = 0= E[(X —E[X])? = 0= (X —E[X])22 0= X — E[X] £ 0.
Beraz, X ia ziurrenik konstante bat da, hau da, E[X]. O
3.6.2 Lema. Var[X]| < oo < X € L.

Frogapena.
Var[X] < oo <— X —E[X] € Ly <= X —E[X]+E[X] € Ly < X € Lo.
O
Bestalde, oinarrizko probabilitateko emaitza ezaguna da bariantza ere ondoko mo-

duan adierazi daitekela: Var[X] = E[X?] — (E[X])2.
Orain, kobariantza definituko dugu.

14 konbexua izateak, n = 2-rako, hau esan nahi du: ¥(pz1 + (1 — p)z2) < pY(z1) + (1 — p)(22).
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3.6.1 Definizioa.
Cov[X,Y] =E[(X — E[X])(Y — E[Y])].

Ohartu X,Y € Ly bada, orduan X — E[X] € L eta Y — E[Y] € L2. Ondorioz,
Cauchy-Schwartz-en ezberdintza erabiliz,

E[(X —E[X])(Y —E[Y])] < VE[(X — E[X]))|VE[(Y - E[Y])?] < <.

Beraz, X,Y € L9 bada, orduan (X — E[X])(Y — E[Y]) € £; ematen da.

3.6.2 Definizioa. Demagun X,Y € Lo dela. Orduan, X eta Y koerlaziorik gabekoak
direla esango dugu Cov[X,Y] =0 bada.

3.7 Frogapenak

3.7.1 Markov-en ezberdintzen frogapena

Lehenik, goi-borna frogatuko dugu.

IE[|X|’"]:/ |X|TdP:/ yxyrdp+/ 1X|"dP.
0 (IX120) (IX]<e)

Ohartu | X|"1x<. > 0 dela eta, ondorioz,
/ | X|"dP = E[|X|"1x<] > 0.
(IX|<e)

Horrela,

E[|X|"] > / IX|"dP > / dP = e’“/ dP = €' P(|X]| > e).
(IX[>¢) (IX]2¢) (IX]26)

Orain, bigarren ezberdintza frogatuko dugu:

E[\Xr]:/ \X\TdP:/ ]X]”dPJr/ | X|"dP.
0 (IX|>¢) (IX]<e)

Gainera, | X| < k denez,
/ 1X|"dP < k:/ dP = k" P(|X| > €),
(1X]>¢) (IX[>e)

eta bestalde

/ X[rdP < a"/ P = K" P(1X| < o).
(1X]<9 (1XI<0

Horregatik,

E[|X|"] <E"P(|X|>¢)+€P(|X|<e)=k"P(|X]|>¢€)+€(1—-P(X]|>e€).
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Eta goiko adierazpenetik bigarren ezberdintza lortzen da.

3.8 Ariketak

3.8.1 Ariketa. Izan bedi X zorizko aldagai konplezua. Frogatu

SOP(IX| 2 n) < E[X]) < ST B(X] = n).
n>1 n>0

Ondorioz, X integragarria da ), o P(|X] > n) < oo bada.

3.8.2 Ariketa. Demagun N, X1, Xo,... zorizko aldagai independienteak direla non N -
ren irudia {0,1,2,...} den eta X1, Xo,... berdinki banatuta dauden. Suposatu N eta
X; integragarriak direla. Orduan, Y = Zfi 1 X integragarria dela frogatu.

3.8.3 Ariketa. Demagun X eta Y zorizko aldagai independienteak direla eta E[X]
existitzen dela. Orduan, edozein B € B-rako,

/ XdP =E[X]|P(Y € B)
(YeB)

3.8.4 Ariketa. Ondokoa frogatu: edozein a eta t erreal positibotarako,
P(|X| > a) < e E[e!X]],
3.8.5 Ariketa. Izan bedi r > 1. Frogatu ondokoak E H%Zle Xim -ren goi-bornak
direla: ,
1 & 1
S Ex. (53 ey
=1

Zein da goi-bornarik onena?

3.8.6 Ariketa. Demagun A, B € B. Frogatu 14 eta 1p koerlazio gabekoak direla baldin
eta soilik baldin A eta B independienteak badira.



Funtzio Karakteristikoak

Kapitulu honetan, funtzio karakteristikoa zer den ikasiko dugu, baita haren propietateak
ere. Funtzio karakteristikoak lagungarriak dira zorizko aldagaien ezaugarriak aztertze-
ko. Gainera, hurrengo kapituluan aurkeztuko dugu zorizko aldagaien konbergentzia
aztertzeko ere baliogarriak direla.

4.1 Definizioak

Has gaitezen zenbait definizio ikusten.

4.1.1 Definizioa. Demagun X zorizko aldagaia dela non Irudi(X)C {0,1,...}. X-ren
probabilitate funtzio sortzailea ondokoa da

gx(t) = E[t"].

Frogatu daiteke, probabilitate funtzio sortzailea ezagututa, probabilitateak lortu
daitezkela ondoko formula erabiliz:

I
B(X = n) = —g{ (D]i—o.

Horrela, adibidez, gx (t) = %t—{— %t?’ badugu, ikusi daiteke X-ren banaketa ondokoa dela:
P(X=1)=2eta P(X =3) = 2.

4.1.2 Definizioa. X zorizko aldagai erreala bada, orduan ondokoari X-ren funtzio
karakteristikoa deitzen zaio:

ox(t) = E[e?X], Vt e R.
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Ohartu ondo definituta dagoela funtzio karakteristikoa; izan ere |eX| = 1 < oo,

beraz ¢™¥ integragarria da (hau da, e -ren itxaropena existitzen da).
Bestalde, funtzio karakteristikoa aldagai errealeko funtzio konplexua da, hau da,

vx : R — C; izan ere,

ox(t) = /QeitX dP = /Q(cos(tX)—H' sin(tX))dP = /Qcos(tX) dIP’—l—i/Qsin(tX)) dP =

Re(yp(t)) + ilm(y(X)).

Beste propietate garrantzitsu bat da ondokoa da. Bi zorizko aldagai X eta Y ber-
dinki banatuta badaude, orduan px = ¢y ematen da. Honen arrazoia da, bi zorizko
aldagai berdinki banatuta badaude, haien itxaropena berdina dela. Aurrerago aurkez-
tuko dugu beste inplikazioa ere egiazkoa dela; hau da, ¢ x = py ematen bada, orduan
X eta Y berdinki banatuta daudela.

Funtzio karakteristikoaren kalkuluari dagokionez, oso erraza da X-k 0,1,2,... ba-
lioak baino ez baditu hartzen; izan ere,

px(t) = gx(e").
Esate baterako, X ~ Bin(n,p) bada,
gx(t) =Y t"P(X Ztk< > Z ( ) —q)" " = (tp+q)",
k=0 =0

eta ondorioz, px (t) = (pe' + q)™.
Zorizko aldagai orokorragoetan, itxaropenaren balioa kalkulatu behar da. Esate
baterako, X ~ Exzp(\) bada, orduan

0 0 )\
px(t) = /0 e e Mdy = X /O Ny = -

Beste kasu interesgarri bat X ~ N(0, 1) denean ematen da. Kasu honetako funtzio
karakteristikoa honakoa da: ¢x(t) = e~**/2. Tkusi 4.6.1 atala.

4.2 Oinarrizko Propietateak

Orain, funtzio karakteristikoen zenbait propietate frogatuko dugu:

1. px(0) = 1. Izan ere,

2. |ox(t)] < 1. Izan ere,
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lox ()] = [E[e®X]] < E[|™X]] = E[1] = 1.

Propietate honen ondorioz, esan daiteke funtzio karakteristikoaren balio absolutua
plano konplexuko 1 erradiodun zirkuluaren barruan egongo dela.

3. ¢x uniformeki jarraitua da R-n. Frogapena 4.6.2 atalean dago.

4. Paxiv(t) = ey (at). Izan ere,
E[e(aX+b)it] _ E[eaXitebit] _ ebitE[eaXit] _ €bit(px(at).

Emaitza honen ondorioz, X ~ N(0,1) bada eta Y = ¢X + u bada, orduan

Y ~ N(u, o) lortzen dugu. Beraz, px(t) = e /2 denez,

oy (1) = €My (ot) = e (P12  gitn=2,

5. ¢o_x(t) = px(t). Izan ere,

o_x(t) = E[e*itx} = E[cos(—tX)+i sin(—tX)] = E[cos(tX)]—i E[sin(tX)] = px(t).

Emaitza honen ondorioz, ondokoa lortzen dugu: X simetrikoa bada, orduan ¢x (t)
funtzio erreala da (hau da, haren zati konplexua zero da). Izan ere, X simetrikoa
izateagatik

px(t) =p-x(t), Vt €R,

eta frogatu dugunez p_x(t) = px(t) dela, px(t) = px(t) dela lortu dugy; alegia,
px (t) funtzio erreala da.

6. Demagun X1, Xo, ..., X, zorizko aldagai independienteak eta definitu Y = " | X,.
Orduan ¢y (t) = [ ¢x,(t), edozein ¢ € R-rako. Izan ere,

(Py(t) — E[eitY] _ E[eit(X1+...+Xn)] Z'Tgle E[@itXl] o E[eitX"],

Horrela, zorizko aldagaiek banaketa berdina badute (hau da, X; guztien funtzio
karakteristikoa @ x (t) bada), ¢y (t) = (¢x(t))".
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4.3 Funtzio karakteristikoen Deribatuak eta Momentuak

Orain, imaginatu integrala eta deribatua t-rekiko ordenez aldatu ahal direla. Orduan,

d it X d it X
e iXgp) = [ L(etX)gp
di ( /Q ¢ > /Q priCLLE

eta ondorioz,

O (t) = /Q iXetX dP, oy (t) = /Q (iX)%e"X dP,..., o (1) = /Q (iX)ketX dp.

Horregatik, ondoko propietatea lortuko genuke: gog?)(O) = i*E[X*).
Ondoko emaitzak adieraziko digu noiz integrala eta deribatua t-rekiko ordenez aldatu
ahal diren.

4.3.1 Lema. Demagun (2, B,P) probabilitate espazioa eta I tarte bat direla. Suposatu
f:1Ix8Q — C dela, non

e Vtel, f(t,-): Q — C zorizko aldagai integragarria da
o VweQ, f(r,w): I — C deribagarria da

e cxistitzen da g : Q@ — [0,00] zorizko aldagai ez-negatiboa eta integragarria non
d
p ft,w)dP(w)| < g(w), Y(t,w) € I x Q.
Q

Orduan,

% /Q f(t,w) dPw) = /Q gt F(t,w) dP(w).

Frogapenaren ideia konbergentzia monotonoaren teorema erabiltzea da. Ez dugu
goiko emaitza hau frogatuko. Aldiz, jarraian dugun emaitza frogatzeko erabiliko dugu.

4.3.1 Proposizioa. Suposatu E[|X|"] < oo dela. Orduan, px n aldiz deribagarria da
R-n eta, gainera, k =1,...,n eta Vt € R,

(L) = / (iX)ke™X dP.
Q

Ondorioz, gpg]g) (0) = i*E[X*], k=1,...,n.

Frogapena. Aurreko lema aplikatuko dugu f(t,w) = e®X() hartuz. Lehenik, badakigu

eX integragarria dela. Gainera, e’ deribagarria da edozein t errealerako. Bukatzeko,

a . X (w)| _
|57 (5 w)l = [iX (w)e YO = X ()] = g(w),
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eta g integragarria da | X| € £,, delako. Ondorioz, aurreko lemaren baldintzak betetzen
dira eta, horregatik,

S (t) = /Q iX (@)X @) gP ().

Bigarren deribaturako, f(t,w) = iX (w)e®X @) hartu eta aurreko lemaren baldintzak
betetzen direla frogatu behar da. Hori egin ondoren,

L t) = /Q (1X () 26X @) dP(w).

Eta hurrengo deribatuetarako berdin. Izan ere, k-garren deribaturako, ondokoa dugu:

S (t) = /ﬂ (iX (@) Fe X @ dp(w).

Ohartu n-garren deribatura arte egin daitekela hau X € L,, izateagatik.
Bukatzeko, k = 1,...,n bada,

oW (0) = /Q (iX (w))Fel © X@gp(w) = * /Q X (w)*dP(w) = *E[X*].

O
Goiko emaitzaren propietateez gain, froga daiteke ¢'y, cp/)/(, ce gpg?) uniformeki ja-
rraituak direla R-n; frogapena 4.2 Ataleko 3. propietatearen frogapenaren antzekoa da,
beraz ez dugu egingo.
Aurreko proposizio honen ondorioz, ondoko korolarioa dugu:

4.3.1 Korolarioa. E[|X|"] < oo bada, orduan ¢x(t) =Y ;_, ikEE(k]tk +o(t"), t — 0

denean.

Adibidez, X € £; bada eta E[X] = u eta E[X?] = 02 badira,

(iot)? o?t?

Ox(t) =1+ipt+ ==+ o(t?) =14 iut — 5 + o(t?),

t — 0 denean.

4.4 Inbertsio Formulak

Funtzio karakteristikoaren definizioa erabiliz, edozein zorizko aldagaiaren funtzio karak-
teristikoa kalkulatu ahal dugu. Orain, ondoko galdera egin dezakegu: eta alderantzizkoa
posiblea da? Alegia, px ezagutuz gero, esan daiteke zerbait X-ren banaketari buruz?
Inbertsio formularen bidez, @ x-ren balioak erabiliz X-ren banaketaren balioak lortu
daitezke.

Lehenik, suposatuko dugu X zorizko aldagaiak balio osoak baino ez dituela hartzen.
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4.4.1 Proposizioa. Izan bedi X zorizko aldagaia. Suposatu Irudi(X) C Z. Orduan

n € 7 bada,
1

27 "
— —un t)dt.
277/0 e "Mox(t)

Frogapena. Badakigu ¢x (t) = [, e dP eta Q = Upez(X = m). Orduan,

27 ) 2 ) ) 27 .
/ e_ltn(’DX (t)dt — / e~ itn (/ etidP) dt = / (/ ezt(X—n)d}PJ) dt.
0 0 Q 0 Q

Orain, azkenengo adierazpenak Fubiniren Teoremaren baldintzak betetzen dituela egiaz-

P(X =n) =

tatuko dugu.
° eit(X—n) > 0.

o [T (fo, leMMdR) dt = [Z7 ([, 1dP) dt = [ZT 1dt = 27 < oo

27
/ < / eitm=n) d]P’) dt.
(X=m) 0

Horregatik, bi integralak ordenez aldatu ahal dira:

27 27
eit(X_")dIP’> dt = / ( / e“(X_”)d}P’> dt =
[ (] >

mEeZ

Orain, ohartuko gara edozein m # n-rako

2T it(m—n
/ itmmgp = £ an
0 i(m—n)'°

Ondorioz,

2m 2w
>/ < / e“(m”)d]P’> at= | ( / e“("”)dIP’> dt =
mez” (X=m) 0 (X=n) 0
27
/ < / 1dIP> dt = / omdt = 20P(X = n),
(X=n) 0 (X=n)

eta frogatu dugu nahi genuena.

Orain, Levy-ren inbertsio formula aurkeztuko dugu.

4.4.2 Proposizioa (Levy-ren inbersio formula). Izan bedi X zorizko aldagaia ja-
rraitua dela, haren banaketa funtzioa F izanik. Demagun a eta b (a < b) direla. Orduan,

1 [T e-ita _ g—ith
Pla < X <b) = Th_{rgo%/T Tgox(t)dt. (4.1)

Goiko emaitza honek ondorio garrantzitsu bat du. Izan ere, (4.1)-ri erreparatuz,
ezkerreko zatia X-ren banaketa funtzioaren balioak dira; eskubikoak, aldiz, ¢ x finkatzen
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badugu, balio bakarra du. Hortaz, esan daiteke funtzio karakteristikoen bakartasuna
frogatzea lortu dugula, ondoko emaitzan azaltzen den bezala.

4.4.1 Korolarioa (Funtzio karakteristikoen Bakartasun Teorema). Demagun X
eta Y zorizko aldagaiak direla. Orduan, ¢x = @y baldin eta soilik baldin Fx = Fy .

Frogapena. Suposatu Fxy = Fy dela. Beraz, X eta Y berdinki banatuta daude. 4.1.2 De-
finizioagatik, ¢ x = py dugu.

Orain, suposatu ¢x = ¢y dugula eta, aurretik esandakoagatik, X eta Y berdinki
banatuta daude. O

Levy-ren inbertsio formularen ondorioz, ondoko emaitza ere dugu. Gogoratu X
simetrikoa dela X eta —X zorizko aldagaiak berdinki banatuta badaude. Banaketa
normala, esate baterako, simetrikoa da.

4.4.2 Korolarioa. ¢x bikoitia <= X simetrikoa.

Frogapena. Suposatu X simetrikoa dela, hau da, X eta —X banaketa berdina dutela.
Beraz, ox = ¢p_x dugu. Bestalde, Vt € R,

p_x(t) = E["Y] = px(—).

Hori dela eta, ¢x(t) = px(—t) dugu edozein t errealerako, hau da, funtzio karakteris-
tikoa funtzio bikoitia da.

Orain suposatu ¢x bikoitia dela, hau da, Vt € R ¢x(t) = px(—t). Gainera, ba-
dakigu ¢_x(t) = @x(—t) dela; beraz, ¢x(t) = ¢_x(t) dugu eta 4.4.1 Korolarioaren
emaitzagatik, F'x = F_x ematen da, hau da, X eta —X berdinki banatuta daude (eta,
orduan X simetrikoa da). O

4.5 Funtzio karakteristikoen Identifikazioa

Arestian esandako guztiagatik, badakigu funtzio karakteristikoa aldagai errealeko fun-
tzio konplexu bat dela. Orain, aldagai errealeko funtzio konplexu bat badugu, nahi
dugu jakin zorizko aldagai baten funtzio karakteristikoa bada. Horrela, ondoko teorema
erabiliko dugu.

4.5.1 Teorema (Polya-ren Teorema). Izan bedi ¢ : R — [0,00). Orduan, ¢ zorizko
aldagai baten funtzio karakteristikoa izango da ondoko propietateak betetzen badira:

* 9(0)=1
o ¢ jarraitua da t = 0 puntuan
e o funtzio bikoitia da

o © beherakorra eta konbexua da [0,00) tartean
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Teorema hau erabiliz, esan daiteke p(t) = zorizko aldagai baten funtzio ka-

1
T+
rakteristikoa dela; izan ere, lau propietateak betetzen ditu. Orain, ildo bereko beste
teorema bat aurkeztuko dugu.

4.5.2 Teorema (Levy-Cramer-en Teorema). Izan bedi ¢ : R — C. Orduan, ondoko

baieztapenak baliokideak dira:
e v zorizko aldagai baten funtzio karakteristikoa da.

e © jarraitua da t = 0 puntuan eta existitzen da funtzio karakteristikoen segida bat
#1,$2,... NON
p(t) = lim p,(t), t € R.
— 00

n

4.5.1 Adibidea. Izan bedi o € (0,1]. Frogatu ¢(t) = e 1* z0rizko aldagai baten fun-
tzio karakteristikoa dela.

Lehendabizi, argi dago ¢(t) jarraitua dela t = 0 puntuan. Orain, badakigu

o )"
el = lim <1+> ,
n—o0 n

1 1\
e = 4 = lim (1|t> :
T

Bestalde, aurreko adibidearen antzeko moduan frogatzen da ﬁ zorizko aldagai baten

eta beraz

funtzio karakteristikoa dela. Orduan, zorizko aldagai hauek n aldiz batuz (eta indepen-
n
dienteak badira), ondoko funtzio karakteristikoa lortzen dugu: (H][t()) . Eta, horrela,

. . . |4
n infinitoruntz jotzen duenean, e dugu.

4.6 Frogapenak

4.6.1 N(0,1) banaketaren funtzio karakteristikoa

Lehendabizi px(t) aztertuko dugu kasu honetarako.

ox(t) = E[e®X] = E[cos(tX) + isin(tX)] = Elcos(tX)] + iE[sin(tX)] = E[cos(tX)],

non azkenengo berdintza E[sin(tX)] = 0 izateagatik ematen den. Hori ikusteko,

o0 1 —a?
E[sin(tX)] = / sin(tX) e 2 dx,
S V2T
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a2
eta ohartuko gara sin(tX )%GT funtzio bakoitia dela eta, beraz, bere integrala minus

infinitutik plus infinitura zero dela. Bestalde,

& 1 =2
Elcos(tX)] = / cos(tX e 2 dz. 4.2
[cos(t.X)] . ()Vﬁ (4.2)
Orain, ¢y (t) aztertuko dugu.
d .
! )= —F it X .
©x () dt ]
Ohartu |$eitX | = [iXe!X| = | X| betetzen dela eta, gainera, X integragarria dela.
Orduan,
d o itx d ix oy X .
@E[e | = E[ge | = E[iXe""| = iE[x cos(tx)] — Elx sin(tx)].

2

Ondoren, x cos(tX)\/%e 2~ funtzio bakoitia izateagatik,

&0 1 22
Elx cos(tX)]| = x cos(tx e 2 dxr=0.
reos(t)] = [ cos(ta)
Ondorioz,
d - & 1 22 e 1 d —a?
—E[e"X] = —E[zsin(tX ——/ T sin(tx e2dx—/ sin(tx (e?) dx.
L] = —Elwsin(tX)) = — [ asintr) [ sintta) = (5

g2
Azken integrala zatika integratuz, u = sin(tx) eta dv = \/%—ﬁ <die2> izanik,

[e.9]

o0 1 .2 1 2] 1 2
/ sin(tm)\/—QTT (;;«9 2 >d:n = {sin(tm)m«f,’?] _m—/_ootcos(tx) meriﬂ = —tpx(t).

—00

Beraz, (4.2) erreparatuz, frogatu dugu ¢’y (t) = —te(t) betetzen dela eta ekuazio

2
difentzial honen soluzio bakarra, ¢(0) = 1 betetzen duena da, hots, ¢x (t) = e da.

4.6.2 x(t) uniformeki jarraitua da R”

Frogatu nahi duguna da |px(t+h) — @x(t)| — 0, h-k zeroruntz jotzen duenean edozein
t errealerako. Hartu edozein ¢ € R. Lehenik,

emmmﬂyﬂﬂ—/éﬁw.
Q

ox(t+h) —/

Q

Beraz, px (t+h) — ox(t) = [, e™X (e — 1) dP.
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Hirugarren kapituluan, |E[X]| < E[|X]] ematen dela frogatu dugu. Hortaz,

/ X (et - 1) dIP" < / X ||eith — 1)dP = / leith — 1|dP,
Q Q @

azkenengo berdintza egia izanik |¢*X| = 1 baita.

px(t+h) —px(t)] =

Bukatzeko, frogatuko dugu [, [/ — 1|dP — 0, h — 0 denean. Desberdintza trian-
geluarragatik,
|eith _ 1‘ < |eith| +1=2,

eta 2 integragarria da, beraz, konbergentzia menderatuaren teoremagatik,

lim / |efth — 1|dP = / lim |e/™" — 1|dP = 0.
h—0 Jo Q h—0

4.6.3 Levy-ren inbertsio formularen frogapenaren laburpena

Definitu:

1 T efita —e itb
Ir(a,b) = o / e

Gainera,

ox(t) = / T () de,

—00

eta ordezkatuz:

1 T ,—ita __ ,—ith oo
Ip(a,b) = / % [/ e f(x) daj} dt.

27 =T —o0o

Fubini-ren Teoremaren baldintzak betetzen dira (ez dugu frogatuko) eta, horregatik,
integralak trukatzen dira:

1 ) T eit(:pfa) _ eit(xfb)
IT(a,b):%/ @) [/T . it | da.

Ondoko propietatea ematen da:
T _itu T o
t
/ e. g — 2/ sin(tu) "
-T it 0 t

/T eit(z—a) _ git(z—b) g =9 /T sin(t(z — a)) — sin(t(x — b)) gt
_r it ) t '

eta hortaz
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Orain, ondoko propietatea erabiliko dugu:

/ ) gy = 7 sgne),
0 2

U

eta T' — oo eginez:

T sin(t(z — a)) — sin(t(z — b))
2 /0 t

dt — g(sgn(a: —a) —sgn(z — b)).
Ondoko kasuak aztertuko ditugu:

0, z<a,
sgn(z —a) —sgn(z —b) =<2, a<z<b,
0,

T > b,

beraz

dt — 7 1(ap) ().

T sin(t(z — a)) — sin(t(z — b))
!,

t
Bukatzeko,

00 b
Ir(a,b) —s ;ﬂ/ f(2) T Ly () dz = / f@)dz = Pla < X < b).

4.7 Ariketak

4.7.1 Ariketa. Demagun S, =Y ;| X;, non X; ~U(—1,1), i =1,...,n eta indepen-
sin™ (t)

dienteak diren. Frogatu ¢s, (t) =

4.7.2 Ariketa. Demagun X zorizko aldagaia dela, non p probabilitatearekin 1 balioa
hartzen du eta, bestela, -1 balioa. Kalkulatu px(t) eta frogatu p = 0.5 denean ¢x(t) =
cos(t) dela.

4.7.3 Ariketa. Demagun X ~ T'(a, k) etaY ~ T'(a,l) eta independienteak direla. Fun-
tzio karakteristikoak erabiliz, frogatu X +Y ~ TI'(a,k +1) (Laguntza: X ~ I'(a, k) bada,
orduan X = Wy + Wy + -+« + Wy, non W; ~ Exp(a), i = 1,...,k eta independienteak
diren).

4.7.4 Ariketa. Demagun X ~ N(ux,ox) eta’ Y ~ N(uy,oy) eta independienteak
direla. Zein da X + Y -ren banaketa?

4.7.5 Ariketa. Demagun X eta Y independienteak direla eta Y simetrikoa dela. Fro-
gatu U = X +Y eta V = X — Y berdinki banatuta daudela. X eta Y Cauchy-ren
banaketa jarraitzen badute, esan daiteke U eta V independienteak direla? (Laguntza:
Cauchy-ren banaketa jarraitzen duen funtzio karakteristikoa e~ da. )
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4.7.6 Ariketa. Polya-ren eta Levy-Cramer-en Teoremak erabili gabe, ondoko galderak
erantzun:

1. Esan daiteke p(t) = sin(t) zorizko aldagai baten funtzio karakteristikoa denik? Eta
o(t) =1+sin(t)?

2. Badakigu ¢(t) = (cos(t))™ zorizko aldagai baten funtzio karakteristikoa dela. Zein
da zorizko aldagai hori?

4.7.7 Ariketa. Demagun X zorizko aldagaia dela eta Z, = X +Y,, nonP(Y, =1) = %
eta P(Y, =0)=1-— % eta X eta Y, independienteak diren. Frogatu Z,-ren banaketa
funtzioa n — oo denean eta X-ren banaketa funtzioa berdinak direla.



Konbergentzia

5.1 Sarrera

Orain arte, zorizko aldagaien segiden konbergentzia aztertu dugu modu zehatz batean.
Alegia, X1, X, ... probabilitate espazio berdinean definituriko zorizko aldagaiak badira,
aztertu dugu X,-ren balioa n infinitora doanean. Hau da, edozein w € Q-rako, X, (w)-
ren balioa aztertu dugu n — oo denean. Atal honetan, zorizko aldagaien segiden beste
konbergentzia moduak aztertuko ditugu. Besterik esan ezean, suposatuko dugu zorizko
aldagaiak (92, B,P) probabilitate espazioan definituta daudela.

5.2 Konbergentzia Ia-Ziurra

Lehenengo konbergentzia modua, ia-ziurra izenekoa da. Lehenik, gogora dezagun zer
den baieztapen bat ia-ziur gertatzea.

5.2.1 Definizioa. Zorizko esperimentu bati buruzko baieztapen bat ia-ziurrenik gerta-
tzen da ondokoak betetzen badira:

1. Ezistitzen bada N € B non P(N) =0
2. w ¢ N bada, orduan w-k baieztapena betetzen du

Definizio honi erreparatuz, esan daiteke baieztapen bat ia-ziurrenik gertatzen dela
baieztapen hori beti betetzen bada, zero neurria duen multzo batean izan ezik. Ikus
dezagun ondoko adibidea.
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5.2.1 Adibidea. Tzanpon bat infinitu aldiz botako dugu eta frogatuko dugu ia-ziurrekin
gurutzeren bat lortuko dugula. Horretarako, frogatu behar dugu jaurtiketa guztietan
aurpegia lortzeko probabilitatea zero dela. Hau da, X; bada i. jaurtiketan lortutako
emaitza, Irudi(X;) = {A,G}, P(X; = A) =p € (0,1) bada, orduan

P(X; = A,...) " lim P(X; = A)" = lim p" = 0.

n—oo n—oo

Beraz, ia-ziurrenik gurutzeren bat lortuko dugu.
Orain, konbergentzia ia-ziurra definituko dugu.

5.2.2 Definizioa. X1, Xo,... zorizko aldagaien segida bada, orduan X, -k ia-ziurrenik
konbergitzen du X -ra, existitzen bada N € B non P(N) =0 eta w ¢ N bada, orduan
lim,, 00 Xp(w) = X(w). Horrela, X,,-k ia-ziurrenik konbergitzen badu X -ra, idatziko
dugu X, X,

5.2.2 Adibidea. Hartu Lebesqueren probabilitate espazioa [0,1] tartean, ([0, 1], B(]0,1]), A)
eta definitu X,(w) = €", 0 < w < L bada eta X, (w) = 0 bestela. Frogatzeko X, &)
hartu N = {0} eta badakigu P(N) = 0 dela. Beraz, ikusten da Vw € (0,1], Xy (w) — 0.
Hortaz, X, "0 frogatu dugu. Hala ere, ohartu aurreko ataletan ikusitako konbergentzia
modua ez dela ematen, hau da, ez da egia X, (w) — 0 dela edozein w € [0, 1]-rako. Hori
ikusteko, X, (0) = €" dugu eta, orduan, X,(0) ez da zero n — oo denean.

5.3 Probabilitatezko Konbergentzia

Ondoko definizioarekin hasiko gara.

5.3.1 Definizioa. X1, Xo,... zorizko aldagaien segida bada, orduan X,-k probabilita-
tean konbergitzen du X-ra, edozein € > 0-rako, ondokoa betetzen bada:

lim P(|X,, — X| >¢) =0.
n—oo

Horrela, X,,-k probabilitatean konbergitzen badu X -ra, idatziko dugu X, 2 x.

5.3.1 Adibidea. X,, ~ Exp(n) bada, frogatuko dugu X, £0. Lan ere, finkatu € > 0
eta
P(| Xy — X[ > €) =P(|Xn — 0] > ) =P(X;, > €¢) =" = 0.

Gauza gehiago ikusten jarraitu aurretik, Inferentzia Estatistikoko kontzeptu bat
berrikusiko dugu. Gogoratu 6 estimatzeko hartutako estimatzaile bat 6*(x1,...,x,)
tinkoa dela ondokoa betetzen bada:

P(|0*(x1,...,2n) — 0] > €) = 0.
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Atal honetan ikusitakoaren arabera, esan daiteke estimatzaile bat tinkoa dela probabi-
litatean konbergitzen badu estimatzen duen parametrora, hau da, 6* £ 9 bada.

Ondoko emaitza, atal honetan ikusitako konbergentzia moduen arteko harremana
adierazten du.

5.3.1 Proposizioa. X, 35’ bada, orduan X, 2 x.

Frogapena. Definitu
0 ={weQ: li_}rn Xn(w) # X (w)}.

Badakigu, X, “% X ematen dela, beraz P(#) = 0. Finkatu € > 0 eta definitu

A= (Xm = X[ >¢).

m>n

Frogatu nahi duguna da lim,_,~ P(|X,, — X| > €) = 0. Horrela,

lim P(|X, — X| > ¢) < lim P(A,) =P(() An),

n—00 n—00
n>1

goiko ezberdintza egia izanik (| X,, —X| > €) C A,, delako eta berdintza A,, | izateagatik.
Horrela, nahikoa da P((),~; 4n) = 0 dela frogatzea. Horretarako, (,,~; An C 0 dela
frogatuko dugu. - -

Izan bedi w ¢ 0, orduan lim,, o X, (w) = X(w). Orduan, Ve > 0, 3N non Vn > N,
| Xn(w) — X(w)| < € eta, horregatik, w ¢ A, Vn > N. Eta horrela, w ¢ N,>1 4, dela
frogatu dugu. O

Ondoko adibidean aurkeztuko dugu beste inplikazioaren kontradibide bat, hau da,
beste inplikazioa ez dela egia beti.

5.3.2 Adibidea. Hartu X, = 14, eta Aj, Ag,... independienteak non P(A,) = %
Frogatuko dugu probabilitatean zerora konbergitzen duela, baina ia-ziurrenik ez.
Xn 20 dela tkusteko, ohartu edozein € > 0-rako,

P(| X, — 0] > €) =P(X,, > ¢).
Orain, € > 1 bada, orduan P(X,, > €¢) =0 edozein n-rako. Bestalde, ¢ € (0,1) bada,
1
P(X,>¢) =P(X,,=1)=P(4,) =— —0, n — 0.
n

Bukatzeko, frogatuko dugu ez duela zerora konbergitzen ia-ziurrenik. Definitu B =
{w € Q| X, (w) — 0}, beraz frogatu nahi duguna da P(B) # 1. Orduan,

B={weQla,(w) =0} ={weQFng nonVn >now ¢ A} = Uny>1 Nu>ng An

= liminf A,, = limsup 4,,.
n—00 n—0o0
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Orduan, A1, As, ... independienteak dira eta
S P(A) =3 =
n )

n>1 n>1

beraz Borel-Cantelliren bigarren lemagatik, P(limsup,,_,., An) = 1. Ondorioz, P(B) =
0+#1.

Orain, emaitza garrantzitsu bat aurkeztuko dugu.

5.3.1 Teorema (Zenbaki Handien Lege Ahula). Demagun {X, : n > 1} inde-
pendienteak eta berdinki banatuak, non E[X,] = u eta Var[X,] = o finituak diren.
Orduan, edozein € positiborako

noX,
lim P('Z:’:lz—u‘>e>zo.
n

n—o0

Frogapena. Markov-en ezberdintza, zorizko aldagaiak berdinki banatuta daudela eta
bariantzaren definizioa erabiliz,

n

P('m_u‘ >€> —P ((W —u)2 N 62) _ E [(Z?znlxi —M>2]

4 Xi:| n
_ T n | inde Var(X;])  Var[Xi]
- Z 232 e

i=1
O

% i 1 betetzen dela zorizko aldagaiak

Emaitza honen ondorioz, esan daiteke
independienteak eta berdinki banatuta daudenean. Aplikazio moduan, txanpon bat
airera hainbat aldiz botatzean datzan zorizko esperimentua eta X; izango da 1 i. jaur-
tiketan aurpegia lortzen bada eta 0 gurutzea lortzen bada i. jaurtiketan. Suposatu p
probabilitatearekin aurpegia lortzen dela jaurtiketa bakoitzean. Goiko emaitzak dioena
da jaurtiketa kopurua handia bada, aurpegia lortutako aldien proportzioa p-tik gertu
egon behar dela. Horrela, milaka jaurtiketa eginda, aurpegien proportzioa oso txikia
(hau da, zerotik gertu) edo oso handia (hau da, batetik gertu) bada, ziurtatu dezakegu
txanpona ez dagoela orekatuta.

Goiko emaitzaren enuntziatuak ”ahula”hitza du; izan ere, horrek esan nahi du pro-
babilitatezko konbergentzia ematen dela. Tkusi dugu 5.3.1 Proposizioko emaitzan, kon-
bergentzia ia-ziurra betetzeak probabilitatezko konbergentzia ematea inplikatzen duela.
Hori dela eta, goiko emaitzaren baliokidea, baino baldintza murriztuago bat behar due-
na, izango da Zenbaki Handien Lege Indartsua, non konbergentzia ia-ziurra betetzen
dela frogatzen den. Argi dago, Zenbaki Handien Lege Indartsuak Zenbaki Handien Lege
Ahula inplikatzen duela. Orain, emaitza honen enuntziatua azalduko dugu.
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5.3.2 Teorema (Zenbaki Handien Lege Indartsua). Demagun {X, : n > 1}
independienteak eta berdinki banatuak, non E[X,] = u finitua den. Orduan,

Z?:l X g [
n

5.3.1 Oharra. Lehenik, ohartu Lege Ahulean bariantza finitua izan behar dela, baina
Lege Indartsuan ez. Gainera, Lege Indartsuaren frogapena oso zaila da kasu orokorrean.
Hala ere, E[X3] eta E[X?2] finituak direla suposatuz, frogapena askoz errazagoa da; hori
izango da, izan ere, liburu honetan aztergai izango duguna.

Emaitza ahul eta indartsu gehiago daude. Guk ez ditugu aztertuko liburu honetan.
Baina garrantzitsua da gogoratzea emaitza indartsuek konbertzia ia-ziurra frogatzen
dutela eta emaitza ahulek probabilitatezko konbergentzia.

5.4 Konbergentzia L,-n

Lehendabizi, gogoratuko dugu X € £, dela E[|X|P] < oo betetzen bada. Horiek horrela,
L,-n konbergentzia definituko dugu orain.

5.4.1 Definizioa. X, Xo,... zorizko aldagaien segida bada non X, € L, edozein n-
rako, orduan X,-k L,-n konbergitzen du X-ra ondokoa betetzen bada:

lim E[|X, — X|?] = 0.
n—oo

Horrela, X,,-k Ly-n konbergitzen badu X -ra, X, ]3 X idatziko dugu.

5.4.1 Oharra. L, konbergentzia modurik ohikoenak p = 2 eta p = 1 kasuak dira, izanik
batezbesteko kuadratiko konbergentzia eta batezbesteko konbergentzia tzanik, hurrenez-
hurren.

5.4.1 Adibidea. Demagun X1, Xo, ... zorizko aldagai independienteen segida dela, non
X, ~ Ber(1/n), eta definitu Y, = /nX,. Frogatu Y, h 0, baina Y,-k ez duela
konbergitzen zerora Lo-n.
Lehenik, Li-n konbergitzen duela frogatuko dugu.:

1 1
E[|Y, —0]] = \/ﬁl—i—\/ﬁ(l ——)0=— —=0,n— oc.
n

n

S

Orain, La-n konbergentzia aztertuko dugu:
9, M 1
E[lY, —0*] = =14n(1l — =)0 =1,
n n

eta horrek ez du jotzen zerora n — oo denean.
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Aurretik ikusi dugu konbergentzia ia-ziurra badago, orduan probabilitatean konber-
gentzia dagoela. Orain, antzeko emaitza bat aurkeztuko dugu L, konbergentziarako.

L
5.4.1 Proposizioa. X, — X bada, orduan X, 2x.

Frogapena. Suposatuko dugu E[|X,, — X|P] — 0, n — oo denean eta frogatu nahi dugu
lim,, 00 P(| X, — X| > €) = 0.
Markov-en ezberdintza erabiliz,

Ell X, — X|P
P(‘XH—X’>€)§HGPH

9

L . . . .
eta, X,, — X izateagatik, azkenengo adierazpenaren zerora jotzen du n — oo denean.
O

Aurreko emaitzaren kontrako inplikazioaren kontradibide bat aurkeztuko dugu orain.

5.4.2 Adibidea. Demagun X1, Xo,... zorizko aldagaien segida Lebesgue-ren probabi-
litate espazioan [0,1] tartean definituta, hau da, ([0,1],B([0,1]),A) . Definitu X, =
n- 1[0 1y Kasu honetan, X, -k probabilitatean konbergitzen du zerora, baino Lo-n ez.

X, = nl[o 1 izateagatik, ondokoa betetzen da:

n

eta 1
PX,=0)=1——.
(Xn=0)=1--

Xn-k probabilitatean zerora konbergitzen duela frogatuko dugu: Ve > 0,
P(|X, —0|>¢) =P(X,, >¢) =1 —-P(X,, <e).
Bi kasu ezberdinduko ditugu:
o ¢ <n. Kasu honetan, 1 —P(X, <€) =1—P(X,, =0) betetzen da.
e ¢ >n. Kasu honetan, 1 — P(X,, <€) =0 betetzen da.
Ondorioz, 1 —P(X,, <€) <1—-P(X,, =0) =1/n edozein n-rako. Horrela,

1
lim P(|X,, —0| >¢€) = lim —=0.

n—00 n—oo n

Orain, zerora konbergentzia Lo-n ez dela ematen frogatuko dugu:

1 1
E[| X, —0%] = n2E + 0? (1 — ) =n,

n

eta horrek ez du zerora jotzen n — oo denean.
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Gogoratu, aurretik ikusi dugula konbergentzia ia-ziurra egotekotan, probabilitatez-
ko konbergentzia ematen dela. 5.4.2 Proposizioaren emaitzak dio konbergentzia L,-n
badago, probabilitatezko konbergentzia ematen dela. Orduan, pentsa genezake kon-
bergentzia ia-ziurra eta konbergentzia L,-ren arteko harremana egon daitekela (batak
bestea inplikatzen duela, alegia). Jarraian, aurkeztuko dugu L,-n konbergentzia badago,
ez duela zertan konbergentzia ia-ziurra bete.

5.4.3 Adibidea. [kusi dugu 5.3.2 Adibidean adibide bat non probabilitatezko konber-

L
gentzia ematen den, baina ia-ziurra ez. Adibide honetan frogatuko dugu X, — 0.

E[| Xy — 0] = E[(14,)"] = 1"P(A5) + 0 (1 = P(4,)) =

1
TL’

L
eta 1/n — 0 denez, n — oo doanean, frogatu dugu X, — 0.

Beraz, aurreko adibide honetan ikusitakoaren arabera, konbergentzia L,-n eman
daiteke, baina ia-ziurrenik ez, hau da, konbergentzia L,-n emateak ez duela inplika-
tzen konbergentzia ia-ziurra. Bestalde, ikusi daiteke konbergentzia ziurrak ez duela
inplikatzen konbergentzia L,-n. Horretarako, hartu 5.2.2 Adibideko kasua, non frogatu
baitugu X, &) dela, eta frogatu ahal da X,,-k ez duela zerora konbergitzen L,-n; izan

ere,

e"P
E[| X,[P] = — — oc.
n

Orain, frogatuko dugu, ¢ > p bada, orduan Lg-n konbergentzia badago, L,-n kon-
bergentzia ere badagoela.

L L
5.4.2 Proposizioa. Izan bedi ¢ > p. Orduan, X,, =% X bada, orduan X, — X.

Frogapena. Lyapunov-en ezberdintzagatik, badakigu ondokoa egiazkoa dela:
P
q

E[| Xy — X 7] < (E[[ X — X|7])

Horrela, X,,-k X-ra L,-n konbergintzen duenez, badakigu goiko ekuazioko eskuinalde-
koak zerora jotzen duela. Horregatik, ezkerrekoak ere bai. Hori dela eta, X,-k X-ra
L,-n konbergitzen du. O

Bukatzeko atal honekin, beste Zenbaki Handien Lege bat aurkeztuko dugu, non
konbergentzia Lo-n ematen den.

5.4.1 Teorema. Demagun {X,, : n > 1} independienteak eta berdinki banatuak, non
E[X,] = p eta Var[X,] = 02, non o finitua den. Orduan,

Z?:l Xi g
n
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Frogapena. Definitu X,, = # Lehendabizi, frogatuko dugu X, € L dela (eta
horrela ondorioztatuko dugu X,, integragarria dela). Badakigu |X2| ez negatiboa iza-
teagatik, ondokoa betetzen dela:

E|X2] = B X)? ZX”ZZXX'

=1 =1 j=1

Horrela, ezberdintza triangeluarragatik eta |(327; X7 4+ 371, Y20 XiXj| > 0 iza-
teagatik,

ZX“ZZXXI Z|X2!+ZZ|X!|X|

i=1 j=1 i=1 j=1

Berriro ere Y, |X7| + Y77, >0, | Xi||X;] ez negatiboa dela kontuan hartuz,

Z!X2|+ZZ|X||X\ ZEIX2 +ZZE\X|\X|

=1 j=1 =1 j=1

Orain, ohartu
E[IX2]) = E[XZ] = 0? + i < oc,

izan ere o < oo izateagatik, p < co dugu. Gainera, zorizko aldagaiak independienteak
izateagatik,
B[ X1 X;51] = B[ X B[ X;1],

eta X1, Xo, ... integragarriak izateagatik E[|X;|] < oo edozein i-rako. Horrela, azken
ekuazioko eskuineko zatia finitua dela ondorioztatzen dugu eta, horrela, frogatu dugu
X2 integragarria dela.
Orain,
E[(X, — p)?] = E[(X0)” + 1* — 2p.X,).
Horrela, (X, )? eta X,, integragarriak direnez, badakigu (X, )%+ p? —2u X, integragarria
dela eta, horregatik,

E[(Xn)Q + /‘2 - QIU’XTL] = E[(XH)Q] + :U’2 - QME[Xn]'

Inferentzia Estatistikako emaitza ezagun hau kontuan hartuko dugu: E[(X,)?] =
Var[X,] + E[X,)? = %2 + p? eta horrela,

2
E[(X0)?] + 1 = 21E[X,] = = =0,

n — oo doanean. Beraz, frogapena bukatu da.
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5.5 Banaketazko Konbergentzia

Aurreko kasuetan bezala, X1, Xo, ..., zorizko aldagaien segida da, baita X ere, guztiak
(Q, B, P) probabilitate espazioan definituta. Orain, onartuko dugu Fx,, eta Fx direla X,
eta X-ren banaketa funtzioa, hurrenez hurren. Horrela, banaketazko konbergentziaren
definizioa azalduko dugu.

5.5.1 Definizioa. {X,, : n > 1} segidak X-ra konbergitzen du banaketan, Fx, (x) —
Fx(z) betetzen bada edozein x-rako non Fx (x) jarraitua den. Horrela, X, -k banaketan

konbergitzen badu X -ra, idatziko dugu X, K x.
Definizio hau ondo ulertzeko bi adibide aurkeztuko ditugu.

5.5.1 Adibidea. Demagun X1, Xo,... zorizko aldagaien segida dugula, mon edozein

1\nx
Py = 1I-(1-5H)", z>0
0, bestela.

n-rako

Argi ikusten da Fx, — 1 —e™ 7", beraz, X, = X, non X ~ Exp(1).

5.5.2 Adibidea. Demagun Xy, Xa,... zorizko aldagaien segida dugula, non edozein

{1, x>1/n
Fx, =

n-rako

0, ©bestela,

1, z>1
Fx =
0, bestela,

Erraz frogatu ahal da, Vx € R—{0}, Fx, () — Fx(z). Gainera, Fx,(0) =0 edozein n-
rako eta Fx(0) =1, beraz Fx, (0)-k ez du konbergitzen Fx(0)-ra. Hala ere, banaketazko
konbergentziaren definizioari erreparatuz, ez dago arazorik; izan ere, Fx ez da jarraitua
zero puntuan. Hori dela eta, X, B x egia dela esan daiteke.

Ondoko emaitzak frogatzen du probabilitatean konbergentziak banaketan konber-
gentzia inplikatzen duela. Emaitza honen frogapena 5.7.2 atalean dago.

5.5.1 Proposizioa. X, B x bada, orduan X, K x.
Goiko emaitzaren kontrako inplikazioaren kontradibidea aurkeztuko dugu orain.

5.5.3 Adibidea. Demagun Q = {0,1} dugula eta P(w = 0) = P(w = 1) = 5. Horrela,
ondoko zorizko aldaigaien segida definituko dugu: X,(w) = w. Aldiz, definituko dugu
X(0) =1 eta X(1) = 0. Ilkusteko ez dagoela probabilitatezko konbergentzia, ohartu
| Xn(w) —X(w)] =1, Yw € Q, beraz diferentzia horrek ezin du zerora jo n — oo denean.
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Aldiz, banaketan konbergentzia ematen da; izan ere Vr € R,

0, =<0,
Fx,(r) = Fx(z) =43, 0<z<1,
1, =>1

Hortaz, banaketan konbergentziaren definizioaren baldintza betetzen da.

Goiko adibidearen arabera, banaketazko konbergentziak ez du probabilitatezko kon-
bergentzia inplikatzen. Orain frogatuko dugu baietz inplikatzen duela X konstantea
bada.

5.5.2 Proposizioa. Izan bedi X ~ k. Horrela, X, B x bada, orduan X, =X,

Frogapena. X ~ k izateagatik, Fx(z) jarraitua da zenbaki erreal guztietan x = k pun-
tuan izan ezik. Banaketazko konbergentzia emateagatik, badakigu Fx, () — Fx(z), Vx €
R — {k} eta gainera, Ve > 0

FX"(k‘ — 6) =0, FXn(k—{—é) =1,
edozein n-rako eta, ondorioz,
lim Fx, (k—e€) =0, lim Fx, (k+¢ =1.
n—0o0 n—00

Frogatu nahi duguna da lim,,_, P(|X,, — k|e) = 0. Horrela,

lim P(|X, — k| >¢) = lim (P(X, —k>€)+ Pk — X, > ¢))

n—oo n—oo
= lim P(X,, —k>¢€)+ lim P(k — X,, > ¢)
n—o0 n—0o0
= lim P(X,, > k+¢€) + lim P(X,, <k —¢)
n—oo n—0o0
= lim P(X,, > k+e¢)
n—oo

~ lim (1 - Fy, (k+9)

=1-— lim Fx, (k+e)
n—o0

=1-1

=0.

O

5.1 Irudia begiratuz, konturatuko gara zeintzuk diren ikasitako konbergentzia mo-
duen inplikazioak. Ohartu kontrako inplikazioak batzuetan ematen direla, azken emai-
tza honetan ikusi dugun moduan.

Hurrengo atalean kongergentzia banaketan ematen den kasu ezagun bat aztertuko
dugu.
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Konbergentzia Konbergentzia
ia ziurra Lp-n

Probabilitatezko
Konbergentzia

Banaketazko
Konbergentzia

5.1 Irudia: Kapitulu honetan ikasitako konbergentzia moduen inplikazioen laburpena.

5.6 Limitearen Teorema Zentrala

Limitearen Teorema Zentralean zentratu aurretik, gogoratu Funtzio karakteristikoen
Bakartasunaren Teoremak esaten duena, bi zorizko aldagaik funtzio karakteristiko ber-
dinak badute, orduan haien banaketa funtzioak berdinak dira. Horrek balio du bana-
ketazko konbergentzia ematen dela frogatzeko. Adibidez, 4.7.7 Ariketan frogatu dugu
Fz — Fx ematen dela; hori dela eta, ondorioztatu dezakegu Z, B x.

Limitearen Teorema Zentralak esaten duena da: Xi, Xo,... independienteak eta
berdinki banatuta dauden zorizko aldagaiak diren, non E[X;] = p eta Var[X;] = o
finituak diren, orduan #—k banaketan konbergitzen duela banaketa normalera, non
haren itxaropena p eta bariantza ¢?/n diren; edo beste era batean esanda, Y; = %
bada, orduan % >ir, Y-k banaketan konbergitzen du banaketa normal estandarrera,

hau da:
1 " —t2/2
% i:E 1 }/Z(t) — € .

Emaitza honen frogapena 5.7.3 atalean aurkitu daiteke.
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5.7 Frogapenak

5.7.1 Zenbaki Handien Lege Indartsuaren Frogapena

Orokortasunik galdu gabe, suposatuko dugu Xi, Xo,... zorizko aldagaiak direla non
p = 0 dela (eta horrela ez bada Y; = X; — p definituko dugu).

Izan bedi A = {w € Q : lim, o ‘# = 0} eta frogatu nahi dugu P(A) = 0
betetzen dela. Horretarako, ondokoa frogatuko dugu: edozein € > 0-rako,

P <{w € nlgrolo|ZXZ| > ne}) = 0.

=0

Borel-Canteli-ren lehenengo lemagatik, goikoa betetzen da ondokoa egia bada:

iPﬂzn:XA > ne) < 00
n=1 =0

Beraz, P(|Y_;" , Xi| > ne) aztertuko dugu orain. Markov-en lehen ezberdintza era-
biliko dugu r = 4 kasurako

ZX‘WS E (|50 Xil']

ntet

Ondoren, itxaropenaren linealtasuna erabiliz (ohartu X; guztiak integragarriak di-
rela, haien itxaropena finitua delako):

E [y Zn:XZ-|4
1=0

n
S CEX]) + ) EXPX;) + ) BXPX; KR + Y EXPXC]+ ) E[XX; XX,
= ¥ ok ij Y

Orain, zorizko aldagaiak independienteak direnez,

| zn: Xi|4] = zn:E[X;*] + ZE[X?] i+ Z]E [(XZE[X,|E[K]+
i=0 i=1 ij i,k
ZIE (XPE[X?] + > EXEX;)E[XE[X)).
1,5,k

Horrela, zorizko aldagaien itxaropena zero dela erabiliz, goiko adierazpena sinplifi-
katuko dugu:

| Zn: XZ-|4] = annz[x;*] + 3 E[XPE[X]).
=0 =1 1,J
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Eta guztiak berdinki banatuak direnez:

| ZXZ-\‘*] = ng{xf] + 0

=0

Orduan,

)

00 X, oo X4 n(n;l) EX% 2
- Bl Xl E [ 5750 Xil'] z_: 1+ (E[XT])

nied niet
n=1

eta E[X?] eta E[X{] finituak direnez, goiko batukaria konbergentea da. Beraz, frogatu
dugu nahi genuena.

5.7.2 5.5.1 Proposizioaren frogapena

Beherako frogatuko dugu ondoko emaitza: Y eta Z zorizko aldagaiak badira non edozein
a errealerako eta edozein ¢ > 0-rako, orduan

P(Y <a)<P(Z<a+e)+P(Y - Z| >e). (5.1)

Probabilitatean konbergentzia suposatuko dugu, hau dau, P(|X,, — X| > ¢) — 0,
n — oo denean eta frogatu nahi dugu Fx, — Fx, Fx jarraitua den puntuetan. Izan
bedi a € R eta suposatu Fx jarraitua dela a puntuan.

Hartuko dugu (5.1), Y = X,, eta Z = X jarriz eta, horrela,

P(X, <a) <P(X <a+e¢€)+P(|X,, — X| >e¢).
Eta orain hartuko dugu (5.1), Y = X Z = X, eta a = a — € jarriz eta, horrela,
P(X <a—¢) <P(X, <a)+P(X,— X]|>e).
Aurreko bi adierazpenen ondorioz,
P(X <a—¢€) —P(|X, — X[>¢) <P(X,, <a) <P(X <a+e)+P(|X, — X[ >e).

Goiko ekuazioa limitea n — 0 denean hartuz eta, kontuan hartuta probabilitatezko
konbergentzia ematen dela, ondokoa lortzen dugu:

lim P(X <a—¢) < lim P(X,, <a) < lim P(X <a+e).

n—oo n—oo n—oo

Goiko ekuazioan banaketa funtzioak agertzen direla kontuan hartuz,

lim Fy(a—¢) < hrn Fx,<a < Fx(a+e).

n—oo

Eta Fx jarraitua izateagatik a puntuan, goiko ekuazioagatik, Fx, (a) — Fx(a)
ematen dela ondorioztatzen dugu.
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5.7.1 Lema. Y ecta Z zorizko aldagaiak badira mon edozein a errealerako eta edozein
€ > 0-rako, orduan

PY <a)<P(Z<a+e)+P(Y —Z| >e).
Frogapena. Emaitza ondoko arrazonamenduarekin frogatzen da:

PY <a)=PY <anZ<a+e)+PY <anZ>a+e)

<SPZ<a+e)+PY <anZ>a+e)
=PZ<a+e)+PY -Z<a—-ZNa—-Z< —¢)
=P(Z<a+e)+PY —Z < —¢)
<PZ<a+e)+PY -Z<—e)+P(Y —-Z>¢)
=P(Z<a+¢€)+P(Y - Z|>e),

non lehenengo ezberdintza Z < a+eNZ <a+¢ C Z < a+ € delako ematen den eta
bigarrena P(Y — Z > €) > 0 izateagatik. O

5.7.3 Limitearen Teorema Zentralaren Frogapena

Hartuko dugu Y; = =t~ eta, horregatik, E[Y;] = 0 eta Var[Y;] = 1, edozein i-rako. Fro-
gatuko dugu L:Y"—ren funtzio karakteristikoak banaketa normal estandarizatuaren

funtzio karakteristikora konbergitzen duela. Hori frogatuta, Funtzio karakteristikoen
Bakartasunaren Teoremagatik, lortu dugu frogatzea banaketazko konbergentzia.

Funtzio karakteristikoen propietateengatik, badakigu g x4 (t) = @ x (at) eta Y1, Ya, ...

independienteak eta berdinki banatutako zorizko aldagaiak izateagatik, beraz

= ()Mo () (o ()

Orain, 4.3.1 Korolarioa aplikatuko dugu n = 2 kasurako, kontuan hartuta Var[Y;] <
oo dela eta, horregatik, E[Y;?] < oo betetzen dela. Horrela, t//n — 0 denean

t t  PPE[Y?] ¢ t2 t2 ?
— | = 14E[Y;]— —=1-= .
s0Yl<\/ﬁ> +iE| ]\/ﬁ+ TR o T\

Ondorioz, t/y/n — 0 denean

2
eta azken emaitzak e 2 -ra jotzen du n infinitora doanean, hau da, banaketa normal
estandarrera jotzen du.
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5.8 Ariketak

5.8.1 Ariketa. Demagun ([0,1], B([0,1]),A), A Lebesgueren neurria izanik. Definitu

X, zorizko aldagaiak non X, (s) = 1,s € [0, 5EL) denean eta X,,(s) = 0 beste kasuetan.

Gainera, ondoko zorizko aldagaia definituko dugu: X(s) = 1,s € [0,3) eta X(s) =0
beste kasuetan. Frogatu X, > X.

5.8.2 Ariketa. Izan bedi Xy, X1, Xo,... [0,1] tarteko banaketa uniformeari jarraitzen
dioten zorizko aldagai independienteak, {cy} [0,1] tarteko segida eta Y, = Xolx, >c, -
Ondokoa frogatu

e — 0 = Y, 5 X,

5.8.3 Ariketa. Izan bedi X, ~ U(0,+). Frogatu X, L g,

5.8.4 Ariketa. Demagun X1,...,X, independienteak diren zorizko aldagaiak direla,
L
non X; ~ U(0,1). Definitu Y, = min{X;,..., X, }. Frogatu Y, 20 eta Y, =3 0.

5.8.5 Ariketa. Izan bedi X ~ U(0,1) eta X,, ~ U(0,1+ %), non n > 1. Frogatu
B
X, > X.

5.8.6 Ariketa. Izan bedi X ~ U(0,2) eta X, ~U(%,2), nonn > 1. Frogatu X, A x.

5.8.7 Ariketa. X1i,..., X, independiente eta berdinki banatuak diren zorizko aldagai
integragarriak direla suposatu, haien funtzio karakteristikoa (t) izanik. S, => 1 | X;

definitu eta suposatu ¢'(0) = ai, a € R izanik. Frogatu Sy/n 5a.
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Prozesu Estokastikoak

6.1 Sarrera

Prozesu estokastikoak probabilitate espazio berdinean definituriko zorizko aldagaien
familia bat da, hau da, {X; : ¢t € T}, non edozein t € T-rako X, zorizko aldagaia
den (€2, B,P) probabilitate espazioan eta 7 multzoak zorizko aldagaien balioak zein
denboratan ikusten dugun adierazten duen.

Prozesu estokastikoak 7 multzoaren arabera sailkatu daitezke:

e 7 multzo zenbakigarri baten barruan badago, orduan denbora diskretuko proze-
su estokastikoa da. Alegia, prozesu estokastikoaren balioa segunduro, orduro...
ikusten dugu.

e T ez badago multzo zenbaki jarri baten barruan, orduan denbora jarraituko pro-
zesu estokastikoa da. Alegia, prozesu estokastikoaren balioa R-ko edozein baliotan
ikusi daiteke.

Orain arte aztertu ditugun zorizko aldagaien segidak {X,, : n € N} denbora diskre-
tuko prozesu estokastikoak dira, hau da, zorizko aldagaien balioa ikusten dugu egunero
(edo orduro, edo minuturo). Denbora jarraituko prozesu estokastikoetan, berriz, zoriko
aldagaia ikusten dugun uneak R-ko edozein azpimultzo izan daiteke; adibidez, zorizko
aldagaia ikusi ahal da 0.2 segunduan, 1.5 segunduan, 4 segunduan...

Prozesu estokastikoak zorizko aldagaien izaeraren arabera sailkatu daitezke:

e X, zorizko aldagai diskretua bada, orduan prozesu estokastiko diskretua dela esan-
go dugu.
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e X, zorizko aldagai jarraitua bada, orduan prozesu estokastiko jarraitua dela esango
dugu.

Hurrengo atalean denbora diskretuko prozesu estokastikoak aztertuko ditugu. Gai-
nera, zorizko aldagaiak diskretuak izango dira; hau da, X; guztietarako haren irudia S
izango da, non S multzo zenbakigarria den.

Prozesu estokastiko bat aplikazio bat dela ohartuko gara, €2 x T-tik R-ra doana.
Izan ere, t finkatuz gero, X; : @ — R zorizko aldagaia dugu. Aldiz, w € € finkatuz gero,
X, : T — R ibilbidea lortzen dugu.

6.1.1 Adibidea. Ibilbidea zer den argitzeko, txanpon bat airera 4 aldiz jaurtitzean da-
tzan zorizko esperimentua hartuko dugu. Aztergai dugu zenbat aldiz lortu dugun aurpe-
gia. Hartu w = {A, A,G,G} emaitza eta, kasu horretarako, X1 = 1, Xo = 2, X3 = 2,
eta X4 = 2 ibilbidea lortzen da.

6.2 Markov Kateak

Atal honetan |S| < oo betetzen dela suposatuko dugu.

6.2.1 Adibidea

Has gaitezen maitasunaz hitz egiten. 6.1 Irudiak EHUko ikasle batek egun batean izan
ahal duen egoerak (BG=bikotegabea, BD=bikotedun edo HA=harreman arriskutsua)
irudikatzen dira, baita egun batetik bestera eman ahal diren egoera aldaketak.

6.1 Irudia: EHUko ikasleen egoera posibleak.

Adibidez, bikotegabe dagoen pertsona bat hurrengo egunean bikoterik gabe jarrai-
tuko du 0.95 probabilitatearekin, eta bestela bikotedun egoeran egongo da (suposatuko
dugu bikoteak, hasten diren lehenengo egunean, ez direla harreman arriskutsua). Ho-
rrela, pentsatuko dugu bikotedun pertsona bat hurrengo egunean harreman arriskutsu
batean dagoela 0.2 probabilitatearekin (ohartu gamma banaketarekin duen harremana)
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eta, bestela, bikotearekin jarraituko duela. Bukatzeko, harreman arriskutsu batean da-
goen pertsona bat, hurrengo egunean probabilitate berdinarekin bikotearekin jarraitzen
du (harremana ez arrikutsua izanik) eta bikotegabe bihurtzen da.

Horrelako egoerak kontuan hartuta, ondoko galderak suertatu daitezke: zenbat den-
bora egongo da EHUko ikasle bat harreman arriskutsu batean? Eta bikotegabe? Ho-
rrelako galderak erantzuteko, Markov kateak erabiliko ditugu.

6.2.2 Definizioa

Markov katearen definizioa baino lehenago, Markov propietatea aurkeztuko dugu.

6.2.1 Definizioa. Denbora diskretuko prozesu estokastiko batek Markov propietatea be-
tetzen duela esango dugu, ondokoa betetzen bada: Vj,1,19,11,...,in_1 € S eta Vn >0,

P(Xn—i-l = .7|Xn = iaXn—l = Z-n—la‘- -qu = 7;17X0 = iO) = ]P)(Xn-i-l = ]|Xn = Z)

Markov propietateak esaten duena da zorizko aldagaiak n+ 1 unean lortutako balioa
n unean zorizko aldagaiak izandako balioaren araberakoa da eta ez da aurreko uneetan
izandako balioen menpe. Ohartu 6.1 Irudiko adibideak Markov propietatea betetzen
duela; biharko egoera gaurko egoeraren araberakoa da, alegia aurreko egunetako egoerak
ez du axola.

6.2.2 Definizioa. Markov kate bat denbora diskretuko prozesu estokastiko bat da, non
Markov propietatea betetzen den.

Orain, Markov kate homogeneoak zer diren azalduko dugu.

6.2.3 Definizioa. Markov kate bat homogeneoa (edo egonkorra) dela esango dugu on-
dokoa betetzen bada: Vn > 1,

P(Xp+1 = j|Xn =1) = P(X7 = j| X0 =19).

Honek esan nahi du ¢ egoeran nagoenean hurrengo unean j egoeran egoteko proba-
bilitatea ez dela n-ren araberakoa. Horrela, ¢ egoeratik j egoerara joateko probabiliteari
trantzisio probabilitatea deituko diogu eta p; ; adieraziko dugu. Ohartu 6.1 Irudiko adi-
bidea Markov kate homogeneoa dela eta pga pg = 0.5 eta ppg,pp = 0.05 (gogoratu
HA=harreman arriskutsua, BG=bikotegabea eta BD=bikoteduna).

Trantzisio probabilitateak matrize batean idatzi ahal dira, P = (p; j)i jes. Adibidez,
6.1 Irudiko adibidean, ondoko trantzisio matrizea izango dugu:

BG BD HA

0.95 0.05 0\ BG
P=l 0 08 02|BD

05 05 0/ HA
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Ohartu, definizioz, P matrize estokastikoa dela, hau da, Zje gpij =1, Vi€ S eta
pij > 0,Vi,j €58.

6.2.3 Probabilitate-limiteak

Orain suposatuko dugu ¢ egoeran gaudela hasierako unean eta jakin nahi dugu n une
(edo n pausu) igaro ondoren, zein den j egoeran egoteko probabilitatea, alegia

P(Xn = i|Xo = 7).
(n)

Goiko balioari p/} deituko diogu eta, beraz, n pausuko trantzisio matrizea P =

)y d
(Pif )ijes da.
Adibide moduan, frogatuko dugu 6.1 Irudiko adibideko kasuan, hasieran bikote-
dun dagoen pertsona bat bigarren egunean bikotegabe egoteko probabilitatea 0.1 dela.
Lehenik,

]P(Xl = BD|X0 = BD) = O.S,P(Xl = HA|X0 = BD) = O.2,P(X1 = BG\XO = BD) =0
eta
IP(Xg = BG|X1 = BD) = O,IP’(XQ = BG|X1 = HA) = 0.5,IP(X2 = BG|X1 = BG) = 0.95.

Horrela,
P(Xes = BG|Xo=BD)=0.8-04+0.2-0.5+0-0.95=0.1.

Aldiz, hasieran bikotegabe badago, bigarren egunean bikotegabe egoteko probabili-
tatea 0.9025 da. Hori egiaztatzeko:

P(X; = BD|Xy = BG) = 0.05,P(X; = BG|Xy = BG) =0.95,P(X; = HA| X, = BG) =0
eta, arestian esandakoagatik,
P(Xy = BG|X; = BD) = 0,P(Xe = BG|X1 = HA) = 0.5,P(Xy = BG|X; = BG) = 0.95.
Horrela,
P(X2 = BG| Xy = BG) =0.95-0.95+0-0.05+ 0.5 -0 = 0.9025.
Orain P - P eginez (hau da P?), ondokoa lortzen dugu:

BG BD HA

0.9025 0.0875 0.010\ BG
P>={0.100 0.740 0.160 | BD

0475 0425 0.100) HA
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hau da, matrize honen balioek kalkulatutako balioekin bat datozela ikusten da. Ondoko
emaitzan adibide honetan ikusitakoa frogatzen da.

6.2.1 Proposizioa. P P matrizea n aldiz biderkatuz lortutako matrizea da.

Frogapena. Indukzioz frogatuko dugu n-rekiko. Lehenik, n = 1 kasurako egia dela
badakigu trantzisio matrizearen definizioz. Orain, suposatu n — l-erako egia dela, hau
da, PV =p.....P (n — 1 aldiz) eta frogatuko dugu betetzen dela n-rako, baina
matrizearen elementu bakoitzerako, hau da, edozein i, j € S-rako,

1)
pz,] Z p(n pl"] '

les

Kontuan hartu, definizioz,
) = P(Xy = j|Xo = i).

Ohartuko gara By, By, ... Q-ren partiketa bada, orduan P(A) = .~ P(A N B;) eta,
ondorioz

P(Xy, = j|Xo = i) = D P(Xn = j, Xp-1 = | Xo = i),
les

Badakigu A, B gertaerak badira, P(AN B) = P(B)P(A|B); horregatik probabilitate
baldintzatuak ere propietate hau betetzen du, alegia C' gertaera bada,

P(ANB|C) =P(B|C)P(A|IBNC)
Horrela
P(X, =7, Xn1=1Xo=1) =P(X,, =j|Xn-1 =1, X0 =)P(X,—1 = | X0 =1).

Hipotesi induktiboa dela eta, P(X,,—1 = | Xy = i) = ) eta Markov propietateagatik,
P(X, =j|Xn-1=01X0=1) =P(X,, = j| Xp—1 = ) Hori dela eta,

P(Xy = j, Xn—1 = 1| Xo =1) = ng_l)pl,k

eta beraz, p” > les p” )pl,ja hau da, frogatu dugu nahi genuena. O

Kalkula dezagun P™ 6.1 Irudiko adibideko kasuan, n-ren balio ezberdinetarako.

0.704 0.248 0.0474
PO = {0474 0434 0.091
0.583 0.346 0.070

eta
0.625 0.3125 0.0625

P = 10.625 0.3125 0.0625
0.625 0.3125 0.0625
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Ohartu, azken matrize honen errenkaden balioak berdinak direla. Alegia, bikote-
gabe egoteko probabilitatea 100 unean 0.625 da eta balio hori ez da hasierako balioa-
ren araberakoa. Horrek esan nahi du 100 unean egoteko probabilitatea independien-
tea dela hasierako uneko egoerarekiko. Orain, P aztertuko dugu n — oo denean,
probabilitate-limitea definitze aldera.

(n)

6.2.4 Definizioa. Izan bedi m; = lim, . piz . Balio hau probabilitate-limitea deitzen

da eta hasierako egoera i-rekiko independientea da.

Probabilitate-limiteek banaketa-limitea osatzen dute, m bezala idatziko duguna. Ho-

rrela, m = (7})jes izango dugu, non

Zﬂ'j =1.

JjES

Ohartu banaketa-limitea definitzerakoan, limite bat dela esan dugula. Hala ere,
limite horrek ez du beti zertan existitu. Momentuz, limitea existitzen dela suposatuko
dugu eta aurrerako azalduko dugu zein baldintzak bete behar diren limitea existitzeko.

6.1 Irudiko adibidea 100 baino handiagoko balioekin P™ kalkulatuz gero, ondokoa
lortzen dugu:

0.625 0.3125 0.0625 0.625 0.3125 0.0625
P-10.625 0.3125 0.0625 | = [ 0.625 0.3125 0.0625 |,
0.625 0.3125 0.0625 0.625 0.3125 0.0625

hau da, goiko propietateak adierazten du ondokoa dela banaketa-limitea: m = (0.625,0.312,0.0625).
Adibidez, harreman arriskutsuan egoteko banaketa-limitea 0.0625 da.

6.2.4 Banaketa Egonkorra

Aurrean definitutako P matrizea oso handia izan daiteke, beraz banaketa-limitea kal-
kulatzeko P™ n handia denean kalkulatzea oso konplexua izan daiteke konputazionalki
(hau da, denbora gehiegi behar duela ordenagailu batek hori ebazteko). Beste modu
bat dagoela azalduko dugu orain. Has gaitezen banaketa egonkorra definitzen.

6.2.5 Definizioa. Izan bedi v = (v;)ics non Y ,.qv; = 1 eta P Markov katearen
trantzisio matrizea. Orduan, v banaketa egonkorra da ondokoa betetzen bada:

v-P=w.

Goiko ekuazioa ondoko eran berridatzi daiteke: Vj € S,
Z ViPi,j = Vj.
€S

Ekuazio hauei egonkortasun ekuazioak deitzen zaie. Ohartu ekuazio honetako ezker
zatiak adierazten duena dela j egoerara hurrengo unean joateko probabilitate, orain v;
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probabilitatearekin i egoera egotekotan. Horrela, v banaketak jarraitzen duen egoeratan
egotekotan, hurrengo pausoan ere v banaketak jarraitzen duen egoeratan egongo da.
6.1 Irudiko adibideko banaketa egonkorra kalkulatuko dugu:

0.95 0.05 O
(vBa,vBD,vma) | 0 0.8 0.2 | = (vBg,vBD,VHA),
0.5 0.5 0

non vpg + vpp + vga = 1. Horrela, ondoko sistema ekuazioa lortzen dugu (ohartu 4
ekuazio lortzen dugula, baina haietako bat besteen konbinazio lineala dela eta, beraz,
ez dugu kontuan hartuko):

0.95vpg + 0.5vg A = vBg,0.2vBp = v A,VBG + VD +vHA = 1.

Ekuazio hauek ebatziz, ondokoa lortzen dugu: vpg = %, UBD = 1% eta vga = 1—16.
Konturatuko gara, kasu honetan, banaketa-limitea eta banaketa egonkorraren balioak
berdinak direla. Ondoko emaitzak berdintasun hau frogatzen du.

6.2.1 Teorema. Suposatu m existitzen dela eta v banaketa egonkorra dela. Orduan,
v =7 eta banaketa egonkorra bakarra da.

Teorema hau frogatzeko, ondoko bi lemak frogatuko ditugu.
6.2.1 Lema. 7 existitzen bada, m banaketa egonkorra da, hau da, 1P = 7 betetzen da.

Frogapena. Hartu j € S eta frogatuko dugu m; = Y o TPk ;-

Y (n _
= i (5) = Jim 3 pes = 3 (Jim i) pes = 3 mipes

kesS

6.2.2 Lema. 7 existitzen bada, banaketa egonkorra bakarra dago.

Frogapena. Suposatu v banaketa egonkorra dela. Frogatuko dugu v = w dela. Horrela,
v banaketa egonkorra denez, v - P = v eta, beraz, v - P — y eta, beraz, Vjes,

€S

Ondorioz,
lim v; = lim Zvipgz).

n—r00 n—r00 4
€S

Eta lim, o vj = v; denez edozein j € S-rako, orduan v; = lim, o0 D cg Uipz(? lortu

dugu. Orduan, |S| < oo denez,

T ) _ R (n) _ o -

€S €8 €S €S
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O]

Frogatu dugun teorema honen arabera, banaketa-limitea existitzen bada, banake-
ta egonkorraren berdina da eta, orduan, sistema ekuazio bat ebatziz lortu daiteke
banaketa-limitea (eta ez da beharrrezkoa P" kalkulatzea n handietarako). Hurrengo
atalean, banaketa-limitearen existentzia aztertuko dugu.

6.2.5 Ergodikotasuna

Lehenik, adibide bat azalduko dugu non banaketa-limitea ez den existitzen. Ondoko
trantzisio matrizea duen Markov katea kontsideratuko dugu:

p_(g ;).

Ohartu edozein n naturalerako P2" 2 tamainako matrize indentitatea dela eta P21 =
P. Beraz, banaketa-limitea ez da existitzen.

1

ORO

1

6.2 Irudia: Banaketa-limitea ez da existitzen Markov kate honetan.

Hala ere, egonkortasun ekuazioak ebatziz, mg = m = 1/2 lortzen dugu. Adibide
honek erakusten du banaketa-limitea existitzen ez bada ere, banaketa egonkorraren
soluzioa aurkitu daitekela, hau da, banaketa egonkorra existitzen dela.

Ondoko definizioa aurkeztuko dugu, zatitzaile komunik handiena (zkh) kontzeptua
erabiltzen duena.

6.2.6 Definizioa. j egoeraren periodoa ondoko eran definitzen da zkh{n € N : pg-Z-) >
0}. Horrela, egoera bat aperiodikoa da haren periodoa 1 bada.

6.2 Irudiko adibidean, 0 eta 1 egoeren periodoa bi dela ikusten da. Beraz, egoera
hauek ez dira aperiodikoak.
Orain, beste definizio batzuk azalduko ditugu:

6.2.7 Definizioa. Esango dugu j egoera i egoeratik irisgarria dela existitzen badan € N
non p;'; > 0.

6.2.8 Definizioa. Markov kate bat laburtezina da haren egoera bikote guztiak irisgarriak
badira.

6.2.9 Definizioa. Markov kate bat ergodikoa da aperiodikoa eta laburtezina bada.
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0.5 0.5 1.0
0.5
606 ~0.0-
0.8
0.5

6.3 Irudia: Markov kate hauek ez dira laburtezinak.

Ohartu 6.1 Irudiko Markov katea ergodikoa dela. Ondoko teoremak frogatzen du
ergodikotasunak inplikatzen duela banaketa-limitearen existentzia. Emaitza honen fro-
gapena 6.4.1 atalean dago.

6.2.2 Teorema (Egoera finitodun Markov Kateen Teorema Ergodikoa). Mar-
kov kate bat ergodikoa bada, orduan banaketa-limitea existitzen da.

6.2.1 Oharra. Frogapena p;j > 0 Vi,j € S den kasurako egingo dugu. Kasu honetan,
argi dago Markov katea ergodikoa dela.

6.2.2 Oharra. Atal honetako zenbait luzapen ikasi daitezke. Esate baterako, banaketa-
limitearen ezistentziaren analisia askoz ere zailagoa da S infinitu zenbakigarria bada.
Bestalde, denbora jarraituko Markov kateak hemen ikasitako beste luzapen bat izango
litzateke.

6.3 Poisson Prozesua

Gogoratu f funtzioa o(h) dela ondokoa betetzen bada: limy_ @ = 0. Honek esan
nahi du h txikia denean, f(h) txikiagoa dela.

Atal honetan, denbora jarraituko prozesu estokastikoetan zentratuko gara eta, hauen
bidez, gertaerak zenbatuko ditugu. Hau da, gertaera segida bat izango dugu (autobus
bat geltokira ailegatzea, esate baterako) eta prozesu estokastiko bat definituko dugu

gertaera kopuruak zenbatzen duena.

6.3.1 Definizioa. {X; : t € T} prozesu estokastikoa zenbaketa prozesua izango da
[0,t] tartean emandako gertaera kopurua adierazten badu.

Zenbaketa prozesuek ondoko propietateak betetzen dituzte:
e X,-ren irudia zenbaki osoz osatuta dago.

e s < t bada, orduan X,-ren balioa X;-rena baino txikiagoa edo berdina da, hau
da, X, < X;.

e s < t bada, X;-ren eta X,-ren balioen kenketak, hau da, X; — X,-ren balioak,
(s,t] tartean emandako gertaera kopurua adierazten du.

6.4 Irudiko adibidean X;-ren balioa 4 dela ikusten da.
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gertaerak

: ! > p denbora

6.4 Irudia: Gertaera segida baten adibidea.

6.3.2 Definizioa. Zenbaketa prozesu batek gehikuntza independienteak ditu denbora
disjuntuetan ematen diren gertaera kopuruak independienteak badira. FEsate baterako,
[0, s] eta (s,t] tarteetan emandako gertaera kopuruak (hurrenez hurren X eta Xy — Xs)

independienteak badira.

6.3.3 Definizioa. Zenbaketa prozesu batek gehikuntza homogeneoa duela esaten dugu
denbora tarte batean emandako gertaera kopuruaren banaketa kopurua denbora tarte
horren luzeraren araberakoa dela, baino tartearen hasterako balioaren araberarakoa ez.
Hau da, Xi+s — Xs-ren banaketa s-ren independientea dela.

Orain A > 0 parametrodun Poisson prozesua definituko dugu.

6.3.4 Definizioa. Zenbaketa prozesu bat A parametrodun Poisson prozesua dela esango

dugu ondokoa betetzen bada:
o Xo=0
o (Gehikuntza independienteak eta homogeneoak ditu

o ¢ luzerako denbora tarte batean emandako gertaera kopuruaren banaketak Poi(At)
banaketari jarraitzen dio.

6.3.1 Oharra. Ohartu Poisson prozesua eta Poisson banaketaren arteko desberdinta-
suna; lehena prozesu estokastiko bat da eta bigarrena probalitate-banaketa bat da.

Orain, frogatuko dugu Poisson prozesuek duten propietate garrantzitsu bat. Froga-
pena atal honetako eranskinetan aurkitu daiteke.

6.3.1 Proposizioa. Demagun \ parametrodun Poisson prozesua dugula. Orduan ger-
taeren artean ematen den denborak A parametrodun banaketa exponentzialari jarraitzen
dio.

Bukatzeko, esango dugu bi Poisson prozesu bateratu ditugula (merge ingelesez), bi
gertaera segidetan emandako gertaera guztiak kontuan hartzen baditugu. Ikusi 6.5 Iru-
dia.

Eta ondoko emaitza frogatuko dugu.
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6.5 Irudia: Bi Poisson prozesuen bateraketa.

6.3.2 Proposizioa. Demagun bi Poisson prozesu independiente ditugula, lehena A\ pa-
rametroduna eta bigarrena p parametroduna. Bi Poisson prozesuen bateraketa A +
parametrodun Poisson prozesua da.

Frogapena. Izan bitez {N1(t)}1>0 eta {Na(t) }+>0 bi Poisson prozesu independente, lehe-
nengoa A > 0 parametrokoa eta bigarrena p > 0 parametrokoa. Defini dezagun haien
bateraketa

N(t) := Ni(t) + No(t),  t>0.

Orduan {N(t)}+>0 A + p parametroko Poisson prozesua dela frogatuko dugu. Horreta-
rako, honako hiru propietateak egiaztatu behar ditugu.

Lehenengo baldintzari dagokionez:
Argi dago
N(0) = N1(0) + N2(0) = 0.

Ondoren, gehikuntza independienteen propietatea betetzen dela frogatuko dugu.
Har ditzagun 0 < tg < t; < --- < tp. Orduan,

N(t;) = N(ti—1) = (N1(t;) = Ni(ti—1)) + (Na(t;) — Na(ti—1)).
Poisson prozesuen propietateengatik,
{N1(t:) = Ni(tim) oy eta {Na(ti) — Na(ti-1) by

independenteak dira, eta gainera N eta No prozesuak beraien artean independenteak
direnez,

{N(ti) = N(tim1)}is
inkrementu independentez osatuta dago.
Bukatzeko, har dezagun s,t > 0. Badakigu

Ni(t+ s) — Ni(s) ~ Poisson(At), Na(t + s) — Na(s) ~ Poisson(ut),

eta bi aldagai horiek independenteak dira. Poisson aldagai independenteen batura Pois-
son banaketa jarraitzen duela badakigu (2. mailako probabilitateko emaitza da, beraz
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ez dugu frogatuko hemen); horregatik ondorioztatzen dugu:
N(t+s) — N(s) ~ Poisson((A + p)t).

Ohartu N(t + s) — N(t) ez dela s-ren menpekoa, beraz gehikuntza homogeneoen
propietatea betetzen du.
O

6.4 Frogapenak

6.4.1 Egoera finitodun Markov Kateen Teorema Ergodikoa

Frogapena p; ; > 0 denerako kasuan egingo dugu. Kapitulu honetan esandakoagatik,
lim,, . P™ matrize bat da, non zutabe berdineko balio guztiak berdinak diren. M
matrize horren j. zutabeari Mej deituko diogu. Horrela, frogatuko dugu lim, .o, P"€;
bektoreko balio guztiak berdinak direla.

Demagun M, dela P"¢; bektorearen baliorik handiena eta m,, txikiena. Beherago
frogatuko dugu ondoko propietatea betetzen dela: M,, —m,, < (1 —2s)(Mp—1 —mp_1),
non s P matrizeko baliorik txikiena den. Badakigu s ez dela zero p; ; > 0 delako eta,
ondorioz, 1 — 2s < 1 denez, P"¢; P matrizearekin biderkatzen den bakoitzean baliorik
handiena eta txikienaren arteko diferentzia txikitzen da. Beraz, n — oo denean, infinitu
aldiz biderkatzen dugu P-rekin eta, horrela, diferentzia zero dela ikusten da.

6.4.1 Lema. Goiko frogapenaren baldintzetan, M, — my, < (1 — 2s)(Mp—1 — mp_1),
betetzen da.

Frogapena. Izan bedi § = P(”_l)e_}. Ohartu Py dela g-ren elementuen konbinazio li-
neala. Konbinazio lineal horren balio maximoa M, izango da eta haren goi borna
ondoko moduan lortzen da: m,_1 (hau da, g-ren balio minimoa) s-rekin biderkatzen
eta M,_1(1 — s)-rekin biderkatzen; hau da,

M, < smp_1+ (1 —5)My_1.
Era berean, ondoko propietatea lortzen da: m,, > (1 — s)m,—1 + sM, 1. Horrela,
M, —mp <smp_1+ (1 —8)My_1 — (1 —s)mp_1 —sMp_1 = (1 —28)(My—1 — mp_1).

Eta, beraz, frogatu dugu nahi genuena.

6.4.2 Poisson banaketa eta exponentziala

Frogapena. Demagun {N (t) : t € 7} Poisson prozesua dela. Defini dezagun

T; :=inf{t > 0: N(t) =i}, i>1,
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eta gertaeren arteko denborak
Si=T; = Ti 1, i > 1,

non 7y = 0. Orduan, frogatuko dugu {S; : i > 1} zorizko aldagaiak independenteak eta
berdin-banatuta daudela, eta

Si ~ EXp()\), 1> 1.

Lehenik, S; aztertuko dugu. Definizioz,
{S1 >t} ={T1 >t} ={N(t) =0}.
Poisson prozesuaren propietatez,
N(t) ~ Poisson(At),

eta hortaz:

Beraz,

Sy ~ Exp()N).

Orain Sy aztertuko dugu. Har ditzagun s,t > 0. Baldintzazko probabilitatea kalku-
latzen dugu:
P(SQ>t‘T1:$):]P)(T2_T1 >t‘T1:8).

Hau baliokidea da
P(N(s+t) — N(s) =0).

Poisson prozesuak inkrementu independente eta homogeneoak dituenez,
N(s+1t)— N(s) ~ Poisson(\t),
eta banaketa hori ez da s-ren araberakoa. Hortaz,
P(Sy >t | Ty =5)=e M.

Ondorioz,
SQ ~ EXp()\) )

eta So independentea da Ti-ekiko (eta, beraz, Si-ekiko).

Argudio bera aplika daiteke edozein ¢ > 2rako. Izan bedi s > 0:

P(S; >t |Tj_1 =s) =P(N(s+1t) — N(s) =0) = e .
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Beraz,
S; ~ Exp()),

eta S; independentea da T;_1-ekiko, eta ondorioz

{S; : i > 1} independenteak dira.

6.5 Ariketak

6.5.1 Ariketa. 3 x 3-ko karratu batean dauden 9 aukeren arteetariko batean zoriz auke-
ratutako toki batean jartzen dugu arratoi bat. Segundu bakoitzean, arratoiak mugimendu
bakarra (gora, behera, eskuinera edo ezkerretara) egin dezake edo geldi gera daiteke, au-
kera guztiak probabilitate berdinarekin gertatu ahal direlarik.

1. Definitu sistema hau aztertzeko beharrezkoa den prozesu estokastikoa eta deskri-
batu egoera posible guztien multzoa.

2. Esan daiteke denbora diskretuko Markov kate homogeneoa dela? Baiezko kasuan,
wrudikatu Markov katea eta kalkulatu trantsizio matrizea.

6.5.2 Ariketa. Dei-zentro bat kudeatzen dugula pentsatuko dugu. Dei-zentro honetan k
agente (server) daude, jasotako deiei erantzuteko. Dei berri bat ailegatzen denean, libre
dagoen agente bati bidaliko zaio deia. Aldiz, agente quztiak okupatuta badaude dei berri
bat ailegatzen denean, deia blokeatzen dela suposatuko dugu, hau da, deia bukatzen da
erantzunik jaso gabe (ez dagoelako itxaroteko aukerarik eta beranduago berriro deitzea
proposatzen zaio). Ikusi 6.6 Irudia. Suposatuko dugu minutu batean \ probabilitateare-

Agente 1

/ Agente 2
Deiak >

Agente k

7

Y
) 4

6.6 Irudia: Dei-zentro baten eredu matematikoa.
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kin dei berri bat ailegatzen dela eta agente batek p probabilitatearekin erantzuten dutela.
Suposatu A + kp < 1 eta denbora une bakoitzean, gehienez gertaera bat (dei bat jaso
edo dei bat erantzun) eman ahal dela. Zein da t infinitora doanean dei bat blokeatuta
izateko probabilitatea?

6.5.3 Ariketa. Pertsona batek egunero korrika egiten du. Etzetik ateratzearakoan, au-
rreko atetik edo atzekotik ateratzen da, haietariko bat aukeratzen duelarik probabilitate
berdinarekin. Horrela, etxera bueltatzen denean, probabilitate berdinarekin aukeratzen
du aurreko atetik edo atzekotik sartzea. Pertsona honek 5 zapatila pare ditu. Horrela,
korrika egin eta gero etrera sartzeko erabilitako atearen ondoan uzten ditu erabilita-
ko zapatilak. Etzetik ateratzeko aukeratutako atean zapatilarik ez egotekotan, oinuzik
ateratzen da korrika egitera. Deskribatu prozesu estokastikoa eta horren egoera posible
guztien multzoa. Denbora diskretuko Markov kate homogeneoa dela egiaztatu. Irudikatu
Markov katea. Kalkulatu trantsizio matrizea eta banaketa-limitea.

6.5.4 Ariketa. Pertsona bat egun bakoitzean etxetik lanera joaten da eta hurrengoan
lanetik etxera. Eta horrela equnero. Bi aterki baino ez ditu. Furia egiten du p proba-
bilitatearekin. Hori gertatuz gero tokiz aldatzen denean, aterki bat hartzen du irtetzen
den tokitik (aterkirik egotekotan, noski). Aldiz, ez badu euririk egiten, ez du aterkirik
hartzen. Aztertuko dugu egunero, esnatzen den tokian, dagoen aterki kopurua. Jakin
nahi dugu zein den, denbora infinitora doanean, pertsona hau bustitzeko probabilitatea
p = 0.6 denean.

6.5.5 Ariketa. Bi ilarez osatutako sistema aztertuko dugu. Ikusi 6.7 Irudia. Bezero

6.7 Irudia: Bi ilarez sortutako sistema.

berriak lehenengo ilarara baino ez dira ailegatzen eta hori, une oro eta lehenengo ilara
hutsik dagoenean, A probabilitatearekin ematen da; horrela, lehenengo ilara bezero bati
zerbitzu ematen ari denean, ezin da beste bezerorik ailegatu. Lehenengo ilaran une oro p
probabilitatearekin zerbitzua bukatzen du bezero batek eta, hori gertatzerakoan, bigarren
ilarara bidaltzen da; bertan, zerbitzua jasotzen hasten da bigarren ilara hutsik badago
eta, bestela, bezero hori sistematik joaten da betirako. Bukatzeko, bigarren ilaran dagoen
bezeroak une oro g probabilitatearekin zerbitzua bukatzen du eta, hori gertatzerakoan,
sistematik joaten da betirako. Suposatu A+ 1+ pa < 1. Deskribatu prozesu estokastikoa
eta horren egoera posible guztien multzoa. Denbora diskretuko Markov kate homogeneoa
dela egiaztatu. Irudikatu Markov katea. Kalkulatu trantsizio matrizea.

6.5.6 Ariketa. Zoriz 1 eta 6 balioen arteko zenbaki bat aukeratzen da eta Xp deituko
zaso balio horri. Orduan n > 1 guztietarako, X, izango da zoriz 1 eta X,_1 balioen
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arteko aukeratutako balio bat. Denbora diskretuko Markov kate homogeneoa dela egiaz-
tatu. Trantsizio matrizea kalkulatu. Jakinda hirugarren unean 8 balioa lortu duela, zein
da bigarren unean 4 lortzeko probabilitatea.

6.5.7 Ariketa. Demagun {X; :t € T} X\ = 0.5 parametrodun Poisson prozesua dela.
Orduan,

1. Kalkulatu zein probabilitatearekin ez den egongo gertaerarik (3,5] tartean.

2. Kalkulatu zein den ondoko tarteetan gertaera bana emateko probabilitatea: (0,1],

(1,2], (2,3] eta (3,4].



Baldintzazko Itxaropena

(Q, B,P) probalitate espazioa dela onartuko dugu kapitulu honetan ere. Gogoratu 3.4
atalean ikusi dugula itxaropen baldintzatua, baina A gertaerak baldintzatua. Atal ho-
netan o-aljebra batek baldintzatutako itxaropena aztertuko dugu hasteko eta, ondoren,
martingalak zer diren azalduko dugu.

7.1 Definizioa

Suposatu {A, : n € N} Q-ren partiketa dela, hau da, A4,, € B, edozein n naturalerako
eta Q = Up>14, eta A; N A;j =0, Vi, j; suposatuko dugu ere P(4;) > 0 ¢ guztietarako.

Hasteko, ondoko o-aljebra definituko dugu: G = ({4, : n € N}). Badakigu G C B.
Demagun X : Q — R dela, X € B/f eta integragarria izanik.

7.1.1 Definizioa. E[X|G] zorizko aldagai bat da, hau da, E[X|G] : Q@ — R, eta ondokoa
betetzen du: Yw € Q,
E[X|G](w) = E[X|Ai],

w € A; bada.

Ohartu, goiko definizioaren formulan eskuineko aldean dagoena, zorizko aldagai ba-
ten itxaropen baldintzatua dela, A € B gertaerak baldintzatua eta hori 3.4.1 Definizioan
ikusi dugula zer den.

Bestalde, aurreko definizioaren ondorioz, ondokoa dugu:

E[X|G] =) E[X|4,]14,.

n>1
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Ondoko emaitza aurkeztuko dugu orain. Frogapena 7.4.1 atalean aurkitu daiteke.

7.1.1 Proposizioa. Demagun {A, : n € N} Q-ren partiketa dela, P(A,) > 0 izanik,
n>1, etaG=0(A,: n>1)CB dela. Horrela, X neurgarria eta integragarria bada,
E[X|G] zorizko aldagaia da non X € G/f eta VB € G

/BE[X|Q] dIP’:/BX dp.

Goiko emaitza kontuan hartuta, 7.1.1 Definizioan ikusitakoa G = o(A1, As,...)-
rako, edozein o-aljebrara orokortuko dugu.

7.1.2 Definizioa. E[X|G] : Q — R da eta ondokoa betetzen du:
e E[X|Gleg/p
e VBE(g

/BE[X|Q] dIP:/BX dP.

Goiko definizioko baldintzazko itxaropenaren existentzia frogatu daiteke, baino li-
buru honetan ez dugu frogapen hori aurkeztuko; beraz, hori egitzat joko dugu hemendik
aurrera. Bakartasuna ia-ziurrenik ematen dela ikusteko, ondoko eran egingo dugu: su-
posatu h; = E[X|G] eta hg = E[X|G] direla. Horrela, VB € G,

/h1 dIP’:/hg dP,
B B

eta honek inplikatzen du h; eta ho ia-ziurrenik berdinak direla. Hurrengo atalean,
baldintzazko itxaropenaren beste propietate batzuk frogatuko ditugu, haiek ia-ziurrenik
betetzen direlarik.

7.2 Propietateak

Kapitulu honetan definitutako baldintzazko itxaropenak propietate interesgarri batzuk
aurkeztuko ditugu. Horrela, G C B ematen dela suposatuko dugu, hau da, G izango
dela B-ren azpi-o-aljebra.

7.2.1 Proposizioa. X integragarria bada, E[X|G] integragarria da.
Frogapena. Badakigu VB € G,

/BIE[X\Q]dIP’—/BXdIP’.

Idatziko dugu E[X|G] = E[X|G]" 4+ E[X|G]~ eta frogatuko dugu [, E[X|G]TdP < oo
eta [ E[X|G]~dP < oo.
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Definitu By = {w € Q : E[X|G] > 0}. Ez-negatiboak diren balioen multzoa S-n
daudenez, badakigu E[X|G] € G/ betetzen dela. Beraz,

/ E[X]g]dIP:/ Xd[Pg/ | X|dP,
B+ B+ B+

berdintza baldintzazko itxaropenaren definizioagatik ematen delarik eta ezberdintza
X < |X| izategatik. Orain, ohartu X integragarria izateagatik, [, [X|dP finitua dela.
Bestalde,

/B+ E[X]g]d[[”:/QlB+IE[X]g]dIP’:/QE[X|g]+dIP,

azkenengo berdintza B, -en definizioagatik ematen delarik. Horiek horrela, frogatu dugu
Jo E[X|G] T dP finitua dela, hau da, E[X|G]" integragarria dela. Modu antzekoan frogatu
daiteke E[X |G|~ ere integragarria dela.

O

Orain arte, suposatu dugu X integragarria dela eta, nahiz eta ez esan, baita ere
X € B/B. Ondoko emaitzan X € G/ suposatuko dugu.

7.2.2 Proposizioa. X € G/ bada, E[X|G] = X.

Frogapena. Frogatuko dugu X € G/ denean, baldintzazko itxaropenaren definizioaren
bi baldintzak betetzen dituela. Lehena, emaitzaren hipotesia da eta bigarrena ere egia

da, izan ere VB € G
/XdIP’:/IE[X]g] dIP’:/Xd]P’.
B B B

O]

Orain, baldintzazko itxaropenaren linealitatean zentratuko gara. Emaitza honen
frogapena 7.4.2 atalean aurkitu ahal da.

7.2.3 Proposizioa. Demagun X1 eta Xa zorizko aldagai integragarriak direla. Orduan,
E[X1 + Xo|0] = E[X,|G] + E[X2[d].
eta a € R bada, orduan E[aX;] = aE[X;].
Goiko emaitzaren ondorioz, ondokoa dugu.
7.2.1 Korolarioa. X integragarria bada, orduan
[E[X|G]| < E[|X]|G].

Frogapena. Idatziko dugu X = X — X~ eta badakigu X eta X~ integragarriak direla
(X integragarria delako). Beraz, linealitatea erabiliz,

[E[X|G]| = [E[XT — X7|g]| = [E[X"|g] — E[X"|d]|. (7.1)
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Ezberdintza triangeluarra erabiliz,
[E[XFIG] — E[X|G]] < [E[XT|G]| + [E[X|F]]. (7.2)

Orain, XT eta X~ ez negatiboak dira, beraz, |[E[XT|G]| = E[XT|G] eta |[E[X|]]| =
E[X ~|G]. Horrela, linealitatea erabiliz berriro, baita |X| = X+ — X~ ere,

[E[XT|G]| + [E[XT|G]] = E[XT|G] + E[X"|g] = E[X T + X|¢] = E[| X||g].  (7.3)
Beraz, (7.1), (7.2) eta (7.3) kontuan hartuta, frogatu dugu nahi genuena. O

7.2.1 Oharra. Baldintzazko itzaropenak beste propietate batzuk betetzen ditu 3 ataleko
itxaropenak betetzen dituenak, esate baterako monotonia, Cauchy-Schwartz-en ezberdin-
tza, Jensen-en ezberdintza, Fatou-ren lema, Konbergentzia Monotonoaren Teorema...

Azkenik, independentziari buruzko ondoko emaitza frogatuko dugu.

7.2.4 Proposizioa. Demagun X zorizko aldagaia dela eta o(X) eta G o-aljebra inde-
pendienteak direla. Orduan,
E[X|G] = E[X].

Frogapena. Baldintzazko itxaropenaren definizioagatik, ondokoa frogatu behar dugu:

VB eg
/IE[X] dP:/XdIP.
B B

/ X dP = /Xlgd]P’ = E[X15] = E[X]P(B),
B

Alde batetik,

non azkenengo berdintza o(X) eta B independienteak izateagatik ematen den. Bestetik,

/ E[X] dP = E[X] / dP = E[X]|P(B),
B B

non lehenengo berdintza baldintzazko probabilitatearen linealitateagatik (1p integra-
garria izateagatik betetzen dena) ematen den. Horrela, frogapena bukatutzat jotzen
dugu. O

Notazioari dagokionez, Y, X1, Xo, ..., X, zorizko aldagaiak badira, askotan baldin-
tzazko itxaropena ondoko eran idazten da:

E[Y|X1, X, ..., X,].

Honek esan nahi du G-ren itxaropen baldintzatua aztertzen ari garela, non G =
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o(X1,Xs,...,X,) hartzen ari garen, hau da, G izango da o-aljebrarik txikiena egiten
duena (X1, Xo, ..., X,,) neurgarria izatea.

7.3 DMartingalak

Martingalak baldintzazko itxaropena erabiliz definitutako prozesu estokastikoak dira.
Atal honetan denbora diskretuko martingalak ikasiko ditugu. Lehendabizi, ikus dezagun
zer den filtrazio bat.

7.3.1 Definizioa. Demagun (2, B,P) probabilitate espazioa dela. Horrela, (2, B,P)-ren
filtrazio bat {F, : n > 1} o-aljebren familia da non {0,Q} C F,, C B edozein n-rako
eta

FAC---CF, CFpp1C...

Hitzak erabiliz, filtrazio bat o-aljebren familia bat da orden ez-beherakorrean dau-
denak. Ohartu F,, guztiak B-ren azpi-o-aljebrak direla. Orain, denbora diskretuko
prozesu estokastiko baten filtrazio naturala definituko dugu.

7.3.2 Definizioa. Demagun {X,, : n € N} prozesu estokastikoa dela. Filtrazio naturala
Fn=0(X1,...,Xy) da.

Ohartu filtrazio naturalak orden ez-beherakorrean egotearen propietatea betetzen
duela; izan ere, F, C F,+1 ematen da.
Orain, definizio garrantzitsu bat azalduko dugu.

7.3.3 Definizioa. Demagun {X, : n € N} prozesu estokastiko bat dela eta {F, :
n € N} filtrazio bat. Orduan, {X,, : n € N} egokitzen da {F, : n € N} filtraziora,
X, € Fn/B bada edozein n-rako.

Denbora diskretuko martinagala bat zer den aurkeztuko dugu jarraian.

7.3.4 Definizioa. Demagun {F, : n € N} (Q,B,P)-ren filtrazio bat dela eta {X,, :
n € N} filtrazio honi egokitutako prozesu estokastikoa dela. Prozesu estokastiko hori
martingala bat izango da ondokoa betetzen bada edozein n-rako:

1. X, integragarria bada edozein n-rako
2. E[Xp+1|Fn] = Xn.

7.3.1 Adibidea. Suposatu edozein unean 10 balioa probabilitate 1/4-rekin lortzen du-
gula, 8 balioa probabilitate 1/4-rekin eta, bestela, —9 balioa lortzen dugula. Horrela,
kontsideratuko dugu X, izango dela n-ra arte lortutako balioen batura. Hartuko dugu
Fn filtrazio naturala. Frogatuko dugu X, martingala dela. Definitu Y, n unean lortutako
balioaren zorizko aldagaia. Horrela,

E[Xpt1|Fn] = E[ Xy 4+ Yot1| Fnl-
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Argi dago X, eta Y11 integragarriak direla eta beraz,
E[X, + Yo11|Fn] = E[ X, | F] + E[Yo41|Fnl-
Orain, 0(Yn+1) eta F,, independienteak dira, beraz 7.2.4 Proposizioa kontuan hartuta
B[V 1| Fo] = E[Vpsa] = 10% + 8% _ 9% 0.
Bestalde, X,, € F,,/B da eta, horregatik, 7.2.2 Proposizioa erabiliz,
E[ X, | Fn] = Xn.
Ondorioz, E[X,11|Fn] = 04+ X,, = X, eta, beraz, {X, : n € N} martingala da.
Bukatzeko, azpi-martingala eta goi-martingalak definituko ditugu.

7.3.5 Definizioa. Demagun {F, : n € N} (Q,B,P)-ren filtrazio bat dela eta {X,, :
n € N} filtrazio honi egokitutako prozesu estokastikoa dela. Prozesu estokastiko hori
azpi-martingala bat izango da ondokoa betetzen bada edozein n-rako:

1. X, integragarria bada edozein n-rako
2. E[Xp41|Fn] = Xn.

7.3.6 Definizioa. Demagun {F, : n € N} (Q,B,P)-ren filtrazio bat dela eta {X,, :
n € N} filtrazio honi egokitutako prozesu estokastikoa dela. Prozesu estokastiko hori
goi-martingala bat izango da ondokoa betetzen bada edozein n-rako:

1. X, integragarria bada edozein n-rako

2. B[ Xps1|Fn] < X

7.4 Frogapenak

7.4.1 7.1.1 Proposizioaren frogapena

Ohartu B = UjepAj M C N baterako. Izan bedi w € A;, E[X|G](w) konstantea denez
Yw € A;, ondokoa lortzen dugu:

/E[X|g]dP:E[X|Q]/ dP = E[X|A;]P(A;).
A ;

1

3.4.1 Definizioa kontuan hartuta,

E[X|A;|P(A;) = /A XdP.
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Beraz,

/BE[X|g]d]P:/Uj€MIE[X\g]dIP:/UjEMAj E[X|G]dP = Z/Aj]E[XW]dIP’.

JEM

Goian frogatu dugu [ A E[X|G]dP = [ A, XdP betetzen dela, orduan

Z/ E[X|G]dP. = Z/ XdIP:/ XdIP’:/XdIP’.
JEM Aj jeEM Aj UjemA; B

Horrela, frogatu dugu [ E[X|G]dP = [5 XdP betetzen dela. Orain, E[X|G] € G/
betetzen dela frogatuko dugu, hau da, frogatuko dugu

VB € 3, E[X|G]"YB) €¢G.
Hartu B € 3,

E[X|G]"'(B) = {w € Q: E[X|G](w) € B} = ] 4,
JjeEM

M € N baterako. Horrela, G = 0(A, Az, ...) denez, A; € G betetzen da eta, horren
ondorioz, UjeprA; € G ere bal.

7.4.2 7.2.3 Proposizioaren frogapena

Izan bedi Z = E[X|G] +E[X2|G], X; eta X3 integragarriak izanik. Honek baldintzazko
itxaropenaren bi propietateak betetzen dituela frogatuko dugu.

e 7 cG/p.

Badakigu E[X1|G] € G/B eta E[X3|G] € G/ ere bai. Beraz, frogatu dugu nahi
genuena.

e VBEG, [, ZdP = [5(X1 + X2)dP.

Hartu B € G eta E[X;|F] integragarria izateagatik, i = 1, 2-rako,
/ ZdP = / (E[X1|G] + E[X2|G])dP = / E[X;|G]dP ~|—/ E[X2|G]dP.
B B B B

Eta baldintzazko itxaropenaren definizioagatik, [ E[X;|G]dP = [, X;dP betetzen

da, i = 1, 2-rako. Beraz,
/ZdIP’:/deIP’—i-/XQdIP’.
B B B
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Azkenik, X, eta Xs integragarriak izateagatik,

/delp—l-/ XQdP:/(Xl—I—XQ)dP,
B B B

betetzen da, eta horrela frogatu dugu nahi genuena.

Orain Z = oE[X]|G] definituko dugu, X integragarria izanik. Eta baldintzazko
itxaropenaren bi propietateak betetzen dituela frogatuko dugu.

e 7 cG/p.

Badakigu E[X|G] € G/(. Beraz, Z-k ere betetzen du propietate hau.

e VBEG, [, ZdP = [, aXdP.

Hartu B € G eta E[X|G] integragarria izateagatik
/zm:/@mmmm:a/mmmw.
B B B

Eta baldintzazko itxaropenaren definizioagatik, [ E[X|G]dP = [5 XdP betetzen

da. Beraz,
/ZdIP’:a/ XdP.
B B

Azkenik, X integragarria izateagatik,

a/XdIP’:/aXdP,
B B

betetzen da, eta horrela frogatu dugu nahi genuena.

7.5 Ariketak

7.5.1 Ariketa. Izan bedi Y, zorizko aldagaia haren irudia, edozein n-rako, {4,—1, —3}
izanik eta P(Y, = 4) = p eta P(Y,, = —1) = q. Suposatu Y1,Ys,..., independienteak
direla. Definitu X, = 2?21 Y; eta hartuko dugu F, filtrazio naturala. Zein baldintza
bete behar dute p eta q balioek X, martingala izateko?

7.5.2 Ariketa. [zan bedi Y, zorizko aldagaia haren irudia, edozein n-rako, {2,0,—1}
izanik eta P(Y, = 2) = 1/2 eta P(Y,, = 0) = 1/4. Suposatu Y1,Ys, ..., independienteak
direla. Definitu X, = Z?Zlyj eta hartuko dugu F, filtrazio naturala. Frogatu X,
azpi-martingala dela.
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7.5.3 Ariketa. Izan bedi Y, zorizko aldagaia haren irudia, edozein n-rako, {3, —1, -2}
izanik eta P(Y,, = 3) =1/10 eta P(Y,, = —1) = 4/10. Suposatu Y1,Ya, ..., independien-
teak direla. Definitu X, = Z?:l Y; eta hartuko dugu F, filtrazio naturala. Frogatu X,
goi-martingala dela.

7.5.4 Ariketa. Izan bedi Y, zorizko aldagaia haren irudia, edozein n-rako, {12,3, 7}
izanik eta P(Y,, = 12) = 1/6 eta P(Y,, = 3) = 1/3. Suposatu Y1,Y>, ..., independienteak
direla. Definitu X,, = nc + 2?21 Y; eta hartuko dugu F, filtrazio naturala. Aurkitu
c-ren balioa X,, martingala izateko.



108 Probabilitatea eta Prozesu Estokastikoak




Bibliografia

[1] G.R. GRIMMETT, D.R. STIRZAKER, Probability and Random processes, Oxford
Science Publications, 1992.

[2] S. M. ROSS. Introduction to Probability Models. Academic Press, 2014.

[3] A.F. KARR, Probability, Springer Verlag, 1993.

[4] S. M. ROSS. A First Course in Probability. Pearson, 2010.

[5] S.I. RESNICK, A Probability Path, Birkhauser, 1999.

[6] P. BILLINGSLEY, Probability and Measure, Wiley, New York, 1986.

[7] David Williams, Probability with Martingales, Cambridge University Press, 1991.

[8] Arup Bose, Arijit Chakrabarty, Rajat Subhra Hazra, A Little Book of Martingales,
Springer, Texts and Readings in Mathematics , 2024

[9] J. NEVEU, Martingales a temps discret, Dunod, 1972.
[10] A. N. SHIRYAYEV, Probability, Springer-Verlag, New York, 1996.

[11] R. DURRET. Probability: Theory and Examples. Cambridge University Press,
2019.

[12] S. KARLIN, H.M: TAYLOR. A First Course in Stochastic Processes eta A Second
Course in Stochastic Processes. Academic Press, 1981.

[13] E. CINLAR. Probability and Stochastics. Springer, 2013
[14] J. R. NORRIS. Markov Chains. Cambridge University Press, 1997.
[15] S. ASMUSSEN. Applied Probability and Queues. Springer, 2003.

[16] J-F LE GALL. Measure Theory. Probability, and Stochastic Processes, Springer,
2022

[17] E CINLAR. Probability and Stochastics, Graduate Texts in Mathematics, Springer,
2011



110 Probabilitatea eta Prozesu Estokastikoak

[18] K. L. CHUNG. Elementary Probability Theory with Stochastic Processes, Under-
graduate Texts in Mathematics, Springer, 1975.

[19] P BREMAUD. Probability Theory and Stochastic Processes, Universitext, Sprin-
ger, 2020



	Sarrera
	Multzoak eta Probabilitate Espazioak
	Multzoak
	Sarrera
	Limiteak
	-aljebrak

	Probabilitate Espazioak
	Oinarrizko Definizioak eta Propietateak
	Dynkin-en Teorema
	Aplikazioak

	Frogapenak
	Dynkin-en Teoremaren frogapena

	Ariketak

	Zorizko Aldagaiak
	Alderantzizko Aplikazioak
	Aplikazio Neurgarriak eta Induzitutako Probabilitate Neurriak
	Aplikazioek Sortutako -aljebra
	Independentzia
	Borel-Cantelli-ren Lemak
	Frogapenak
	2.1.2 Proposizioaren frogapena
	Oinarrizko Irizpidearen frogapena

	Ariketak

	Itxaropena
	Definizioa
	Zorizko Aldagai Sinpleak
	Zorizko Aldagai Ez-negatiboak
	Zorizko Aldagai Errealak
	Zorizko Aldagai Konplexuak

	Ezaugarri Nagusiak
	Integral Definitugabeak
	Itxaropen Baldintzatua
	Lp Espazioak eta Ezberdintza Garrantzitsuak
	Bariantza eta Kobariantza
	Frogapenak
	Markov-en ezberdintzen frogapena

	Ariketak

	Funtzio Karakteristikoak
	Definizioak
	Oinarrizko Propietateak
	Funtzio karakteristikoen Deribatuak eta Momentuak
	Inbertsio Formulak
	Funtzio karakteristikoen Identifikazioa
	Frogapenak
	N(0,1) banaketaren funtzio karakteristikoa
	X(t) uniformeki jarraitua da Rn
	Levy-ren inbertsio formularen frogapenaren laburpena

	Ariketak

	Konbergentzia
	Sarrera
	Konbergentzia Ia-Ziurra
	Probabilitatezko Konbergentzia
	Konbergentzia Lp-n
	Banaketazko Konbergentzia
	Limitearen Teorema Zentrala
	Frogapenak
	Zenbaki Handien Lege Indartsuaren Frogapena
	5.5.1 Proposizioaren frogapena
	Limitearen Teorema Zentralaren Frogapena

	Ariketak

	Prozesu Estokastikoak
	Sarrera
	Markov Kateak
	Adibidea
	Definizioa
	Probabilitate-limiteak
	Banaketa Egonkorra
	Ergodikotasuna

	Poisson Prozesua
	Frogapenak
	Egoera finitodun Markov Kateen Teorema Ergodikoa
	Poisson banaketa eta exponentziala

	Ariketak

	Baldintzazko Itxaropena
	Definizioa
	Propietateak
	Martingalak
	Frogapenak
	7.1.1 Proposizioaren frogapena
	7.2.3 Proposizioaren frogapena

	Ariketak

	Bibliografia

